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Resumen
En este documento se deﬁnira´ la categoria 푀퐴푃 y se vera´ como una exten-
sio´n de la categor´ıa 푇푂푃퐵, tambie´n se clariﬁcara´ en 푀퐴푃 el tratamiento de
la homotop´ıa ﬁbrada, ﬁbracio´n ﬁbrada y coﬁbracio´n ﬁbrada de forma general
y dejando un punto ﬁjo. Adema´s se incluira´n las extensiones de los principales
resultados de esos conceptos.
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We study the ﬁbrewise (pointed) homotopy, ﬁbrewise (pointed) ﬁbration and
ﬁbrewise (pointed) coﬁbration in the category MAP.
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Introduccio´n
El estudio de la topolog´ıa ﬁbrada se centra en la categor´ıa 푇푂푃퐵; donde 퐵
es un espacio ﬁjo, los objetos de 푇푂푃퐵 son funciones continuas que llegan
a 퐵 y un morﬁsmo de 푝 : 퐸 → 퐵 en 푞 : 퐹 → 퐵 es una funcio´n continua
휙 : 퐸 → 퐹 tal que 푞 ∘ 휙 = 푝. La categor´ıa en la que se basa este estudio, es
la categor´ıa 푀퐴푃 que generaliza a 푇푂푃퐵.
Los objetos de 푀퐴푃 son funciones continuas de un espacio topolo´gico en
otro, para dos objetos 푝1 : 푋1 → 퐵1 y 푝2 : 푋2 → 퐵2 un morﬁsmo de 푝1 en
푝2 es un par (휙, 훼) de funciones continuas 휙 : 푋1 → 푋2, 훼 : 퐵1 → 퐵2 tal que
el diagrama
푋1
휙 //
푝1

푋2
푝2

퐵1 훼
// 퐵2
es conmutativo. Se puede notar que esta situacio´n es una generalizacio´n de
la categor´ıa 푇푂푃퐵, tomando 퐵1 = 퐵2 = 퐵 y 훼 = 푖푑퐵. Aqu´ı se llamara´ al
objeto 푝 : 푋 → 퐵 un espacio M-ﬁbrado y se denotara´ (푋, 푝,퐵). Tambie´n,
para (푋1, 푝1, 퐵1), (푋2, 푝2, 퐵2) se llamara´ al morﬁsmo(휙, 훼) de 푝1 a 푝2 una
funcio´n M-ﬁbrada y se denotara´ por (휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1)→ (푋2, 푝2, 퐵2).
A lo largo de este trabajo se asumira´n todos los espacios como topolo´gicos
y las funciones como continuas, se denotara´ el espacio [0, 1] con la letra
퐼 y su funcio´n identica como 푖푑. Adema´s, para cada 푡 ∈ 퐼 las funciones
휎푡 : 푋 → 퐼 ×푋 y 훿푡 : 퐵 → 퐼 × 퐵 se deﬁnen por
휎푡(푥) = (푡, 푥), 훿푡(푏) = (푡, 푏), (푥 ∈ 푋, 푏 ∈ 퐵).
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En este documento se estudiara´n los conceptos de la homotop´ıa ﬁbrada, ﬁ-
bracio´n ﬁbrada y coﬁbracio´n ﬁbrada de forma general y dejando un punto
ﬁjo en la categor´ıa 푀퐴푃 . Los estudios sobre estos conceptos en la categor´ıa
푇푂푃퐵 se pueden encontrar en [6]. Un estudio de estos conceptos en la cat-
egor´ıa 푀퐴푃 se encuentra en [9]. En este trabajo se prueban en detalle los
resultados obtenidos en [9] y se presentan ejemplos de los diferentes concep-
tos.
Cap´ıtulo 1
Homotop´ıa M-Fibrada
Para un par de objetos de 푇푂푃퐵, 푝 : 퐸 → 퐵, 푞 : 퐹 → 퐵 y un par de
morﬁsmos ﬁbrados 휙, 휃 : 퐸 → 퐹 , una homotop´ıa ﬁbrada de 휙 en 휃 se deﬁne
como una funcio´n ﬁbrada continua 퐻 : 퐼×퐸 → 퐹 tal que 퐻휎0 = 휙, 퐻휎1 =
휃. En esta seccio´n se deﬁnira´ la homotop´ıa M-ﬁbrada que es una extensio´n
de la homotop´ıa ﬁbrada.
Deﬁnicio´n 1.1. Sean (휙, 훼), (휃, 훽) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) morﬁs-
mos M-ﬁbrados. Una homotop´ıa M-ﬁbrada de (휙, 훼) en (휃, 훽) es una funcio´n
M-ﬁbrada (퐻, ℎ) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 × 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) tal que 퐻휎0 =
휙, 퐻휎1 = 휃, ℎ훿0 = 훼, ℎ훿1 = 훽.
Si existe una homotop´ıa M-ﬁbrada de (휙, 훼) en (휃, 훽) se dira´ que (휙, 훼) es
homoto´pico M-ﬁbrado a (휃, 훽) y se denotara´ (휙, 훼) ≃푀 (휃, 훽).
푋1
휙
++
휃
44
푝1

↓ 퐻 푋2
푝2

퐵1
훼
**
훽
44↓ ℎ 퐵2
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Observacio´n: Para funciones ﬁbradas 휙, 휃 : 푋 → 푌 sobre 퐵, la homo-
top´ıa ﬁbrada 푓 : 퐼 × 푋 → 푌 coincide con la homotop´ıa M-ﬁbrada (퐻, ℎ) :
(퐼 ×푋, 푖푑× 푝, 퐼 ×퐵)→ (푌, 푞, 퐵) tal que 퐻(푡, 푥) = 푓(푡, 푥) y ℎ(푡, 푏) = 푏, en-
tonces el concepto de homotop´ıa M-ﬁbrada es una extensio´n de la homotop´ıa
ﬁbrada.
Ejemplo 1.2. Conside´rese la accio´n de los grupos ℤ y ℤ2 sobre los espacios
topolo´gicos ℝ y ℝ2 con la topolog´ıa usual, deﬁnida respectivamente por
Φ1 : ℤ× ℝ → ℝ, Φ2 : ℤ
2 × ℝ2 → ℝ2
(푎, 푥) → 푥+ 푎 ((푎, 푏), (푥, 푦)) → (푥+ 푎, 푦 + 푏).
Se sabe que ℝ/ℤ ≃ 푆1 y ℝ2/ℤ2 ≃ 핋2.
Def´ınase (푋1, 푝1, 퐵1) = (ℝ, 휋1, 푆
1), (푋2, 푝2, 퐵2) = (ℝ
2, 휋2,핋
2), donde 휋1, 휋2
son las aplicaciones cocientes y (휙, 훼), (휃, 훽) : (ℝ, 휋1, 푆
1) → (ℝ2, 휋2,핋
2)
deﬁnidas por
휙(푥) = (푥, 0) 훼(푥) = (푥, 0)
휃(푥) = (푥, 1
2
) 훽(푥) = (푥, 1
2
).
Aqu´ı 푥 representa la clase de equivalencia. Antes de probar que (휙, 훼), (휃, 훽)
son funciones M-ﬁbradas se vera´ que 훼 esta´ bien deﬁnida. si 푥 ∼ 푦 existe 푔 ∈
ℤ tal que 푥+ 푔 = 푦, por lo cual 훼(푦) = (푦, 0) = (푥+ 푔, 0) = (푥, 0) + (푔, 0) =
(푥, 0) = 훼(푥), de forma similar se puede probar que 훽 esta´ bien deﬁnida.
(휙, 훼), (휃, 훽) son funciones M-ﬁbradas ya que
휋2휙(푥) = 휋2(푥, 0) = (푥, 0) = 훼(푥) = 훼휋1(푥),
휋2휃(푥) = 휋2(푥,
1
2
) = (푥,
1
2
) = 훽(푥) = 훽휋1(푥).
Sea (퐻, ℎ) : (ℝ× 퐼, 휋 × 푖푑1, 푆
1 × 퐼)→ (ℝ2, 휋2,핋
2) deﬁnida por
퐻 : ℝ× 퐼 → ℝ2, ℎ : 푆1 × 퐼 → 푆1 × 푆1
(푥, 푡) → (푥, 푡
2
) (푥, 푡) → (푥, 푡
2
)
Es claro que 퐻 y ℎ son continuas porque sus componentes son continuas,
adema´s se puede probar de forma similar a 훼 que ℎ esta´ bien deﬁnida . Por
u´ltimo se probara´ que (퐻, ℎ) es una homotop´ıa M-ﬁbrada
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휋2(퐻(푥, 푡)) = 휋2(푥,
푡
2
) = (푥,
푡
2
) = ℎ(푥,
푡
2
) = ℎ(휋1 × 푖푑(푥, 푡)).
퐻휎0(푥) = 퐻(푥, 0) = (푥, 0) = 휙(푥),
퐻휎1(푥) = 퐻(푥, 1) = (푥,
1
2
) = 휃(푥),
ℎ훿0(푥) = 퐻(푥, 0) = (푥, 0) = 훼(푥),
퐻훿1(푥) = ℎ(푥, 1) = (푥,
1
2
) = 훽(푥).
De la deﬁnicio´n y ejemplo anteriores surgen 2 preguntas naturales:
1. Sean (휙, 훼), (휃, 훽) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) funciones M-ﬁbradas
tales que 휙 ≃ 휃 y 훼 ≃ 훽, con las homotop´ıas respectivas 퐻, ℎ. ¿Es
(퐻, ℎ) una homotop´ıa M-ﬁbrada?.
Para responder esta pregunta se utilizara´ el ejemplo anterior cambiando
u´nicamente la homotop´ıa 퐻 por
퐻 : ℝ× 퐼 −→ ℝ2
(푥, 푡) →
⎧⎨
⎩
(푥+ 푡, 푡
2
) 푠푖 푡 ∈
[
0, 1
2
]
(푥+ 1− 푡, 푡
2
) 푠푖 푡 ∈
[
0, 1
2
]
donde 퐻휎0(푥) = 퐻(푥, 0) = (푥 + 0,
0
2
) = (푥, 0) = 휙(푥), 퐻휎1(푥) =
퐻(푥, 1) = (푥 + 1 − 1, 1
2
) = (푥, 1
2
) = 휃(푥). Claramente 퐻, ℎ son homo-
topias pero (퐻, ℎ) no es una homotop´ıa M-ﬁbrada ya que 휋2퐻(푥, 푡) ∕=
ℎ(휋1 × 푖푑)(푥, 푡) para todo 푡 ∈ 퐼, si se toma 푡 =
1
2
휋2퐻(푥,
1
2
) = 휋2(푥+
1
2
,
1
4
) = (푥+
1
2
,
1
4
)
ℎ(휋1 × 푖푑)(푥,
1
2
) = ℎ(푥,
1
2
) = (푥,
1
4
)
y es claro que (푥+ 1
2
, 1
4
) ≁ (푥, 1
4
).
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2. Corresponde ahora preguntarse si dadas (휙, 훼), (휃, 훽) : (푋1, 푝1, 퐵1)→
(푋2, 푝2, 퐵2) funciones M-ﬁbradas tales que 휙 ≃ 휃 y 훼 ≃ 훽, con las
homotop´ıas respectivas 퐻, ℎ donde (퐻, ℎ) no es una homotop´ıa M-
ﬁbrada, ¿existe una homotop´ıa 푔 : (퐼 ×퐵1) → 퐵2 entre 훼 y 훽 tal que
(퐻, 푔) sea una homotop´ıa M-ﬁbrada?
Para que (퐻, 푔) sea una homotop´ıa M-ﬁbrada se debe cumplir que
푝2퐻(푥, 푡) = 푔(푝1 × 푖푑)(푥, 푡), es decir entre las homotop´ıas de 훼 a 훽
deber´ıa existir alguna que haga conmutar el diagrama. Esto en general
no ocurre, sea (푋1, 푝1, 퐵1) = (퐼, 푝1, 0), donde 푝1 es la funcio´n que llega
al cero, (푋2, 푝2, 퐵2) = (퐼 × 퐼, 푝2, 퐼 × 퐼), donde
푝2(푥, 푦) =
⎧⎨
⎩
(푥, 2푥푦) 푠푖 0 ≤ 푥 ≤ 1
2
(푥, 2푥(1− 푦) 푠푖 1
2
≤ 푥 ≤ 1
퐻 : 퐼 × 퐼 → 퐼 × 퐼
(푥, 푡) → (푡, 푥),
entonces 푝2퐻(푥, 푡) = 푝2(푡, 푦) =
⎧⎨
⎩
(푡, 2푡푦) 푠푖 0 ≤ 푡 ≤ 1
2
(푡, 2푡(1− 푦) 푠푖 1
2
≤ 푡 ≤ 1.
퐼
휙
++
휃
33
푝1

↓ 퐻 퐼 × 퐼
푝2

퐼 × 퐼
퐻 //
푝1×푖푑퐼

퐼 × 퐼
푝2

0
훼
++
훽
33↓ ℎ 퐼 × 퐼 0× 퐼
푔 // 퐼 × 퐼
Es claro que de existir 푔 : (퐼 × 퐵1)→ 퐵2 deber´ıa ser un camino y por
la construccio´n, la imagen de 푝2퐻 es un tria´ngulo, por lo cual no esxiste
ℎ que haga conmutar el diagrama.
Lema 1.3. La relacio´n ≃푀 es de equivalencia.
Demostracio´n.
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Reﬂexividad. Sea (휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) una funcio´n M-
ﬁbrada, una homotop´ıa M-ﬁbrada de (휙, 훼) sobre s´ı mismo es (퐻, ℎ) :
(퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 ×퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) deﬁnida por 퐻(푡, 푥) = 휙(푥)
y ℎ(푡, 푏) = 훼(푏), para cada 푥 ∈ 푋 푏 ∈ 퐵 푡 ∈ 퐼. Se concluye que
(휙, 훼) ≃푀 (휙, 훼).
Simetr´ıa. Sean (휙, 훼), (휃, 훽) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) funciones
M-ﬁbradas y sea (퐻, ℎ) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 ×퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) una
homotop´ıa M-ﬁbrada tal que 퐻휎0 = 휙, 퐻휎1 = 휃, ℎ훿0 = 훼, ℎ훿1 = 훽.
Def´ınase la homotop´ıa M-ﬁbrada (퐻 ′, ℎ′) : (퐼 ×푋2, 푖푑× 푝2, 퐼 × 퐵2)→
(푋1, 푝1, 퐵1) como sigue:
퐻 ′(푡, 푥) = 퐻(1− 푡, 푥), ℎ′(푡, 푏) = ℎ(1− 푡, 푏).
Las funciones 퐻 ′ y ℎ′ son continuas y satisfacen que 퐻휎0 = 휃, 퐻휎1 =
휙, ℎ훿0 = 훽, ℎ훿1 = 훼. de lo cual se concluye que, s´ı (휙, 훼) ≃
푀 (휃, 훽),
entonces (휃, 훽) ≃푀 (휙, 훼).
Transitividad. Conside´rese las funciones M-ﬁbradas
(휙1, 훼1), (휙2, 훼2), (휙3, 훼3) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) y
(퐻1, ℎ1) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 × 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) y (퐻2, ℎ2) :
(퐼 ×푋2, 푖푑× 푝2, 퐼 ×퐵2) → (푋3, 푝3, 퐵3) homotop´ıas M-ﬁbradas
tales que 퐻휎0 = 휙1, 퐻휎1 = 휙2, ℎ훿0 = 훼1, ℎ훿1 = 훼2 y
퐻휎0 = 휙2, 퐻휎1 = 휙3, ℎ훿0 = 훼2, ℎ훿1 = 훼3, se deﬁne la homotop´ıa
M-ﬁbrada (퐻3, ℎ3) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 ×퐵1) → (푋3, 푝3, 퐵3) como
sigue:
퐻3(푡, 푥) =
⎧⎨
⎩
퐻1(2푡, 푥) 푠푖 0 ≤ 푡 ≤
1
2
퐻2(2푡− 1, 푥) 푠푖
1
2
≤ 푡 ≤ 1
ℎ3(푡, 푏) =
⎧⎨
⎩
ℎ1(2푡, 푏) 푠푖 0 ≤ 푡 ≤
1
2
ℎ2(2푡− 1, 푏) 푠푖
1
2
≤ 푡 ≤ 1.
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Se tiene 퐻휎0 = 휙1, 퐻휎1 = 휙3, ℎ훿0 = 훼1, ℎ훿1 = 훼3, de lo que se
conluye que si (휙1, 훼1) ≃
푀 (휙2, 훼2) y (휙2, 훼2) ≃
푀 (휙3, 훼2), entonces
(휙1, 훼1) ≃
푀 (휙3, 훼3).
Deﬁnicio´n 1.4. Una funcio´n M-ﬁbrada (휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2)
se llama una equivalencia homoto´pica M-ﬁbrada si existe una funcio´n M-
ﬁbrada (휃, 훽) : (푋2, 푝2, 퐵2)→ (푋1, 푝1, 퐵1), tal que
(휃휙, 훽훼) ≃푀 (푖푑푋1 , 푖푑퐵1), (휙휃, 훼훽) ≃
푀 (푖푑푋2 , 푖푑퐵2).
Se llamara´ a (휃, 훽) la inversa homoto´pica M-ﬁbrada de (휙, 훼).
Si existe una equivalencia homoto´pica M-ﬁbrada (휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1) →
(푋2, 푝2, 퐵2), se escribe (푋1, 푝1, 퐵1) ∼=
푀 (푋2, 푝2, 퐵2) .
Ejemplo 1.5. Sean (푋1, 푝1, 퐵1) = (퐼, 푝1, 푆
1) y (푋2, 푝2, 퐵2) = ((0, 1] ×
퐼, 푝2, 퐵
2 − {(0, 0)}) donde 푝1(푡) = (cos 2휋푡, sin 2휋푡), 푝2(푥, 푦) =
(푥 cos 2휋푦, 푥 sin 2휋푦) y 퐵2 representa el disco unitario, tambie´n (휙, 훼) :
(푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2), (휃, 훽) : (푋2, 푝2, 퐵2) → (푋1, 푝1, 퐵1) funciones
M-ﬁbradas deﬁnidas como
휙(푡) = (1, 푡), 훼(푥, 푦) = (푥, 푦), 휃(푥, 푦) = 푦, 훽(푥, 푦) =
(푥, 푦)
∥(푥, 푦)∥
.
Se veriﬁca que:
훼푝1(푡) = 훼(cos 2휋푡, sin 2휋푡)
훼푝1(푡) = (cos 2휋푡, sin 2휋푡)
훼푝1(푡) = 푝2(1, 푡)
훼푝1(푡) = 푝2휙(푡).
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푝1휃(푥, 푦) = 푝1(푦)
푝1휃(푥, 푦) = (cos 2휋푦, sin 2휋푦)
푝1휃(푥, 푦) =
(푥 cos 2휋푦, 푥 sin 2휋푦)
푥
푝1휃(푥, 푦) = 훽(푥 cos 2휋푦, 푥 sin 2휋푦)
푝1휃(푥, 푦) = 훽푝2(푥, 푦).
Adema´s
휃휙(푡) = 휃(1, 푡)
휃휙(푡) = 푡,
휙휃(푥, 푦) = 휙(푦)
휙휃(푥, 푦) = (1, 푦),
훽훼(푥, 푦) = 훽(푥, 푦)
훽훼(푥, 푦) = (푥, 푦),
훼훽(푥, 푦) = 훼(
(푥, 푦)
∥(푥, 푦)∥
)
훼훽(푥, 푦) =
(푥, 푦)
∥(푥, 푦)∥
.
Si se realiza (휃, 훽)∘(휙, 훼) = (휃휙, 훽훼) = (푖푑푥1 , 푖푑퐵1), por la propiedad reﬂexiva
de la homotop´ıa M-ﬁbrada se cumple (휃휙, 훽훼) ≃푀 (푖푑푥1 , 푖푑퐵1), para el caso
(휙, 훼) ∘ (휃, 훽) se debe crear la homotop´ıa M-ﬁbrada (퐻, ℎ) : (푋2 × 퐼, 푝2 ×
푖푑, 퐵2 × 퐼)→ (푋2, 푝2, 퐵2) deﬁnida como
퐻(푥, 푦, 푡) = (1 + 푡(푥− 1), 푦), ℎ(푥, 푦, 푡) = (푥, 푦)((1−
1
∥(푥, 푦)∥
)푡+
1
∥(푥, 푦)∥
).
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Se veriﬁca que
푝2퐻(푥, 푦, 푡) = 푝2(1 + 푡(푥− 1), 푦)
푝2퐻(푥, 푦, 푡) = (1 + 푡(푥− 1))(cos 2휋푦, sin 2휋푦).
ℎ(푝2(푥, 푦), 푡) = ℎ(푥 cos 2휋푦, 푥 sin 2휋푦, 푡)
ℎ(푝2(푥, 푦), 푡) = ((1−
1
푥
)푡+
1
푥
)(푥 cos 2휋푦, 푥 sin 2휋푦)
ℎ(푝2(푥, 푦), 푡) = (1 + 푡(푥− 1))(cos 2휋푦, sin 2휋푦).
퐻(푥, 푦, 0) = (1, 푦) = 휙휃(푥, 푦),
ℎ(푥, 푦, 0) = (푥, 푦)
1
∥(푥, 푦)∥
ℎ(푥, 푦, 0) = 훼훽(푥, 푦).
퐻(푥, 푦, 1) = (푥, 푦)
퐻(푥, 푦, 1) = 푖푑(푥, 푦),
ℎ(푥, 푦, 1) = (푥, 푦)
ℎ(푥, 푦, 1) = 푖푑(푥, 푦).
Con esto se prueba que (퐻, ℎ) hace que (휙휃, 훼훽) ≃푀 (푖푑푥2 , 푖푑퐵2) y por ende
se tiene que (휙, 훼) es una equivalencia homoto´pica.
Lema 1.6. La relacio´n ∼=푀 es de equivalencia.
Demostracio´n.
Reﬂexividad. Para ver que (푋1, 푝1, 퐵1) ∼=
푀 (푋1, 푝1, 퐵1), basta no-
tar que la inversa homoto´pica M-ﬁbrada de (휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1) →
(푋1, 푝1, 퐵1) deﬁnida como (휙, 훼)(푥, 푏) = (푥, 푏) es ella misma.
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Simetr´ıa. Sean (휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) una equivalencia
homoto´pica M-ﬁbrada y (휃, 훽) : (푋2, 푝2, 퐵2) → (푋1, 푝1, 퐵1) su inversa
homoto´pica M-ﬁbrada, es decir
(휃휙, 훽훼) ≃푀 (푖푑푋1 , 푖푑퐵1), (휙휃, 훼훽) ≃
푀 (푖푑푋2 , 푖푑퐵2).
Se puede ver que (휙, 훼) es una inversa M-homoto´pica de (휃, 훽), por
lo cual, si (푋1, 푝1, 퐵1) ∼=
푀 (푋2, 푝2, 퐵2), entonces (푋2, 푝2, 퐵2) ∼=
푀
(푋1, 푝1, 퐵1).
Transitividad. Sean (휙1, 훼1) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) y (휙2, 훼2) :
(푋2, 푝2, 퐵2) → (푋3, 푝3, 퐵3) funciones M-ﬁbradas con sus respectivas
inversas homoto´picas M-ﬁbradas (휙′1, 훼
′
1) : (푋2, 푝2, 퐵2) → (푋1, 푝1, 퐵1)
y (휙′2, 훼
′
2) : (푋3, 푝3, 퐵3)→ (푋2, 푝2, 퐵2) tales que:
(휙′1휙1, 훼
′
1훼1) ≃
푀 (푖푑푋1 , 푖푑퐵1), (휙1휙
′
1, 훼1훼
′
1) ≃
푀 (푖푑푋2 , 푖푑퐵2).
(휙′2휙2, 훼
′
2훼2) ≃
푀 (푖푑푋2 , 푖푑퐵2), (휙2휙
′
2, 훼2훼
′
2) ≃
푀 (푖푑푋3 , 푖푑퐵3).
Se debe probar que la inversa homoto´pica M-ﬁbrada de (휙2휙1, 훼2훼1) :
(푋1, 푝1, 퐵1) → (푋3, 푝3, 퐵3) es (휙
′
1휙
′
2, 훼
′
1훼
′
2) : (푋3, 푝3, 퐵3) →
(푋1, 푝1, 퐵1).
(휙′1휙
′
2, 훼
′
1훼
′
2)(휙2휙1, 훼2훼1) =
푀 (휙′1(휙
′
2휙2)휙1, 훼
′
1(훼
′
2훼2)훼1) ≃
푀
(휙′1(푖푑푋2)휙1, 훼
′
1(푖푑퐵2)훼1) =
푀 (휙′1휙1, 훼
′
1훼1 ≃
푀 (푖푑푋1 , 푖푑퐵1).
(휙2휙1, 훼2훼1)(휙
′
1휙
′
2, 훼
′
1훼
′
2) =
푀 (휙2(휙1휙
′
1)휙
′
2, 훼2(훼1훼
′
1)훼
′
2) ≃
푀
(휙2(푖푑푋2)휙
′
2, 훼2(푖푑퐵2)훼
′
2) =
푀 (휙2휙
′
2, 훼2훼
′
2) ≃
푀 (푖푑푋3 , 푖푑퐵3).
Se concluye que, s´ı (푋1, 푝1, 퐵1) ∼=
푀 (푋2, 푝2, 퐵2) y (푋2, 푝2, 퐵2) ∼=
푀
(푋3, 푝3, 퐵3), entonces (푋1, 푝1, 퐵1) ∼=
푀 (푋3, 푝3, 퐵3).
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Deﬁnicio´n 1.7. Sea (푋, 푝,퐵) un espacio M-ﬁbrado. Si 퐴 ⊂ 푋, 퐵0 ⊂ 퐵 y
푝(퐴) ⊂ 퐵0, se dira´ que (퐴, 푝 ↾ 퐴,퐵0) es un subespacio M-ﬁbrado de (푋, 푝,퐵).
Se usara´ la notacio´n (퐴, 푝0, 퐵0) en lugar de (퐴, 푝 ↾ 퐴,퐵0).
Ejemplo 1.8. Sea (푋1, 푝1, 퐵1) = (ℝ
2, 푝1,ℝ
3) donde 푝1 se de-
ﬁne como 푝1(푥, 푦) = (cos 2휋푥 cos 2휋푦, sin 2휋푦 cos 2휋푦, sin 2휋푦) si se
toma los subespacios 퐴 = {(푥, 푦) ∈ ℝ2 ∣푦 = 0} ⊆ 푋1 y 퐵 =
{(푥, 푦, 푧) ∈ ℝ3 ∣ ∥(푥, 푦, 푧)∥ = 1 ∧ 푧 = 0} ⊆ 퐵1 y se deﬁne 푝2 : 퐴 → 퐵 como
푝(푥, 푦) = (cos 2휋푥, sin 2휋푦, 0), es claro que 푝2 = 푝1 ↾ 퐴, por lo cual (퐴, 푝2, 퐵)
es un subespacio M-ﬁbrado de (푥1, 푝1, 퐵1).
No´tese que si se deﬁne 푝2 : 퐴 → 퐵 como 푝(푥, 푦) = (cos 푥, sin 푦, 0) tendr´ıa el
mismo recorrido que la 푝2 : 퐴 → 퐵 deﬁnida en el ejemplo pero no ser´ıa la
restriccio´n de 푝1 y por ende (퐴, 푝2, 퐵) no ser´ıa un subespacio M-ﬁbrado de
(푥1, 푝1, 퐵1).
Deﬁnicio´n 1.9. Sea (퐴, 푝1∣퐴,퐵0) un subespacio M-ﬁbrado de (푋1, 푝1, 퐵1)
y sea (휙, 훼), (휃, 훽) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) funciones M-ﬁbradas tales
que 휙(푥) = 휃(푥) y 훼(푏) = 훽(푏), para cada 푥 ∈ 퐴 y 푏 ∈ 퐵0. Una homotop´ıa
M-ﬁbrada de (휙, 훼) en (휃, 훽) sobre (퐴, 푝1∣퐴,퐵0) es una homotop´ıa M-ﬁbrada
(퐻, ℎ) de (휙, 훼) en (휃, 훽), tal que para cada 푥 ∈ 퐴 y 푏 ∈ 퐵0 ﬁjo, 퐻(푥, 푡) y
ℎ(푏, 푡) son constantes en todo 푡 ∈ 퐼.
Ejemplo 1.10. En el ejemplo 1.5 se deﬁnio´ la homotop´ıa M-ﬁbrada (퐻, ℎ) :
(푋2 × 퐼, 푝2 × 푖푑, 퐵2 × 퐼) → (푋2, 푝2, 퐵2) de (휙휃, 훼훽) en (푖푑푋2 , 푖푑퐵2). Si se
toma 퐴 = {(푥, 푦) ∈ 푋2∣푥 = 1} y 퐵 = {(푥, 푦) ∈ 퐵2∣ ∥(푥, 푦)∥ = 1}, es claro
que ∅ ∕= 퐴 ⊆ 푋2, ∅ ∕= 퐵 ⊆ 퐵2, tambie´n 푝2(1, 푦) = (cos 2휋푦, sin 2휋푦), es
decir 푝2(퐴) ⊆ 퐵 y por ende (퐴, 푝2 ↾ 퐴,퐵) es un subespacio M-ﬁbrado de
(푥2, 푝2, 퐵2). Se tiene que las imagenes de (퐻, ℎ) sobre (퐴, 푝2 ↾ 퐴,퐵) son
퐻(1, 푦, 푡) = (1 + 푡(1− 1), 푦) = (1, 푦),
ℎ(푥, 푦, 푡) = (푥, 푦)(1−
1
1
푡+
1
1
) = (푥, 푦),
de lo que se concluye que (퐻, ℎ) deja invariante al espacio (퐴, 푝2 ↾ 퐴,퐵).
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Deﬁnicio´n 1.11. Sea (푋, 푝,퐵) un espacio M-ﬁbrado.Un subespacio M-ﬁbrado
(퐴, 푝0, 퐵0) es un retracto M-ﬁbrado de (푋, 푝,퐵) si existe una funcio´n M-
ﬁbrada (푅, 푟) : (푋, 푝,퐵) → (퐴, 푝0, 퐵0), tal que 푅(푥) = 푥 y 푟(푏) = 푏, para
cada 푥 ∈ 퐴 y 푏 ∈ 퐵0. Se dice que (푅, 푟) es una retraccio´n M-ﬁbrada.
Ejemplo 1.12. Utilizando los ejemplos 1.5 y 1.10 se ve claramente que
(휙휃, 훼훽) : (푋2, 푝2, 퐵2) → (퐴, 푝2 ↾ 퐴,퐵) es una funcio´n M-ﬁbrada tal que
휙휃(1, 푦) = (1, 푦) y 훼훽(푥, 푦) = (푥, 푦), por ende es una retraccio´n.
Deﬁnicio´n 1.13. Sea (푋, 푝,퐵) un espacio M-ﬁbrado.Un subespacio M-ﬁbrado
(퐴, 푝0, 퐵0) es un retracto de deformacio´n M-ﬁbrado de (푋, 푝,퐵) si existe
un homotop´ıa M-ﬁbrada (퐻, ℎ) : (퐼 × 푋, 푖푑 × 푝, 퐼 × 퐵) → (푋, 푝,퐵) de
(푖푑푋 , 푖푑퐵) en una retraccio´n M-ﬁbrada (푅, 푟) sobre (퐴, 푝0, 퐵0), donde (푅, 푟) :
(푋, 푝,퐵)→ (퐴, 푝0, 퐵0).
Ejemplo 1.14. Utilizando la homotop´ıa deﬁnida en 1.10 y la retraccio´n de
1.12 se concluye que (퐻, ℎ) : (푋2 × 퐼, 푝2 × 푖푑, 퐵2 × 퐼) → (푋2, 푝2, 퐵2) de
(휙휃, 훼훽) en (푖푑푋2 , 푖푑퐵2) es un retracto de deformacio´n sobre (퐴, 푝2 ↾ 퐴,퐵).
Teorema 1.15. Sea (푋, 푝,퐵) un espacio M-ﬁbrado y (퐴, 푝0, 퐵0) un subes-
pacio M-ﬁbrado de (푋, 푝,퐵). Si ({0} ×푋 ∪ 퐼 ×퐴, 푖푑× 푝, {0} ×퐵 ∪ 퐼 ×퐵0)
es un retracto M-ﬁbrado de (퐼 ×푋, 푖푑× 푝, 퐼 ×퐵), entonces ({0} ×푋 ∪ 퐼 ×
퐴, 푖푑 × 푝, {0} × 퐵 ∪ 퐼 × 퐵0) es un retracto de deformacio´n M-ﬁbrado de
(퐼 ×푋, 푖푑× 푝, 퐼 ×퐵).
Demostracio´n. Sea (푅, 푟) : (퐼 ×푋, 푖푑× 푝, 퐼 × 퐵)→ ({0} ×푋 ∪ 퐼 × 퐴, 푖푑×
푝, {0} × 퐵 ∪ 퐼 × 퐵0) una retraccio´n M-ﬁbrada de la siguiente forma
푅(푡, 푥) = (푅1(푡, 푥), 푅2(푡, 푥)), 푟(푡, 푏) = (푟1(푡, 푏), 푟2(푡, 푏)).
Se deduce que si se deja 푡 = 0 ﬁjo, 푅2(0, 푥) = 푖푑푋 y 푟2(0, 푏) = 푖푑퐵. Def´ınase
ahora
(퐻, ℎ) : (퐼 × 퐼 ×푋, 푖푑× 푖푑× 푝, 퐼 × 퐼 ×퐵)→ (퐼 ×푋, 푖푑× 푝, 퐼 ×퐵)
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por
퐻(푠, 푡, 푥) = ((1− 푠)푡+ 푠푅1(푡, 푥), 푅2(푠푡, 푥)),
ℎ(푠, 푡, 푏) = ((1− 푠)푡+ 푠푟1(푡, 푏), 푟2(푠푡, 푏)).
Ya que el producto, suma y composicio´n de funciones continuas que lle-
gan a los nu´meros reales es continu, (퐻, ℎ) es una homotop´ıa M-ﬁbrada
de (푖푑퐼×푋 , 푖푑퐼×퐵) en (푅, 푟) sobre (퐴, 푝∣퐴,퐵0), un subespacio M-ﬁbrado de
(푋, 푝,퐵). Si ({0} ×푋 ∪ 퐼 × 퐴, 푖푑× 푝, {0} ×퐵 ∪ 퐼 × 퐵0).
Cap´ıtulo 2
Coﬁbraciones M-Fibradas
En esta seccio´n se considerara´ la extensio´n de las coﬁbraciones ﬁbradas a la
categor´ıa 푀퐴푃 y se obtendra´ una generalizacio´n de teoremas de la versio´n
ﬁbrada.
Deﬁnicio´n 2.1. Una funcio´n M-ﬁbrada (휐, 훾) : (퐴, 푝0, 퐵0) → (푋1, 푝1, 퐵1)
es una coﬁbracio´n M-ﬁbrada si la funcio´n (휐, 훾) tiene la siguiente propiedad
de extensio´n M-ﬁbrada. Sea (휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) una funcio´n
M-ﬁbrada y (퐺, 푔) : (퐼 × 퐴, 푖푑 × 푝0, 퐼 × 퐵0) → (푋2, 푝2, 퐵2) una homotop´ıa
M-ﬁbrada tal que los diagramas
퐴
휎0 //
휐

퐼 × 퐴
퐺

퐵0
훿0 //
훾

퐼 ×퐵0
푔

푋1 휙
// 푋2 퐵1 훼
// 퐵2
son conmutativos, entonces existe una homotop´ıa M-ﬁbrada (퐻, ℎ) : (퐼 ×
푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 ×퐵1)→ (푋2, 푝2, 퐵2) tal que
퐻휅0 = 휙, 퐻(푖푑× 휐) = 퐺, ℎ휌0 = 훼, ℎ(푖푑× 훾) = 푔,
donde las funciones 휅0 : 푋1 → 퐼 × 푋1 y 휌0 : 퐵1 → 퐼 × 퐵1 esta´n deﬁnidas
por 휅0(푥) = (0, 푥) y 휌0(푏) = (0, 푏), para cada 푥 ∈ 푋1, 푏 ∈ 퐵1.
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Para una funcio´n M-ﬁbrada (휐, 훾) : (퐴, 푝0, 퐵0) → (푋1, 푝1, 퐵1) se puede con-
struir el push out M-ﬁbrado (푀, 푝,퐵) con las funciones M-ﬁbradas
퐼 × 퐴
휎0← 퐴
휐
→ 푋1,
퐼 ×퐵0
훿0← 퐵0
훾
→ 퐵1
como sigue:푀 = (퐼×퐴+푋1)/ ∼ y 퐵 = (퐼×퐵0+퐵1)/ ≈ donde (0, 푎) ∼ 휐(푎),
para cada 푎 ∈ 퐴 y (0, 푏) ≈ 훾(푏), para cada 푏 ∈ 퐵0, y 푝 : 푀 → 퐵 esta´ deﬁnido
por
푝(푥) =
⎧⎨
⎩
[훾푝0(푎)] 푠푖 푥 = [휐(푎)], 푎 ∈ 퐴
[푡, 푝0(푎)] 푠푖 푥 = [푡, 푎], 푡 ∕= 0
[푝1(푥)] 푠푖 푥 ∈ 푋1 − 휐(퐴)
No´tese que el signo + corresponde a la suma topolo´gica y que se puede
reemplazar a la clase [훾푝0(푎)] por [푝1휐(푎)] debido a la deﬁnicio´n de funcio´n
M-ﬁbrada. Veamos ahora que 푝 esta´ bien deﬁnida para las clases que puedan
tener ma´s de un elemento.
Sea [0, 푎1] = [0, 푎2]. Entonces 휐(푎1) = 휐(푎2), por lo cual 푝1(푎1) = 푝1(푎2),
que es lo mismo que 훾푝0(푎) = 훾푝0(푎2), lo cual muestra que 푝 esta´ bien
deﬁnida. Para ver la continuidad de 푝 resta observar que 푝 esta´ deﬁnida
como composicio´n de funciones continuas y 푀 = (퐼 × 퐴 + 푋1)/ ∼ y 퐵 =
(퐼 × 퐵0 +퐵1)/ ≈ esta´n dotadas de la topolog´ıa cociente.
Una particularidad de gran utilidad es el caso en que (퐴, 푝0, 퐵0) es un sub-
espacio M-ﬁbrado de (푋1, 푝1, 퐵1), (휐, 훾) : (퐴, 푝0, 퐵0) → (푋1, 푝1, 퐵1) con las
inclusiones 휐, 훾, se puede deﬁnir una funcio´n M-ﬁbrada (푒, 퐸) : (푀, 푝,퐵)→
({0} ×푋1 ∪ 퐼 × 퐴, 푖푑× 푝1, {0} ×퐵1 ∪ 퐼 × 퐵0) por
푒(푥) =
⎧⎨
⎩
(0, 푎) 푠푖 푥 = [휐(푎)], 푎 ∈ 퐴
(푡, 푎) 푠푖 푥 = [푡, 푎], 푡 ∕= 0
(0, 푥) 푠푖 푥 ∈ 푋1 − 휐(퐴)
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퐸(푏) =
⎧⎨
⎩
(0, 푏0) 푠푖 푏 = [훾(푏0)], 푏0 ∈ 퐵0
(푡, 푏0) 푠푖 푏 = [푡, 푏0], 푡 ∕= 0
(0, 푏) 푠푖 푏 ∈ 퐵1 − 훾(퐵0)
Adema´s si 퐴 es cerrado en 푋1 y 퐵0 es cerrado en 퐵1 las funciones 푒 y 퐸 son
homeomorﬁsmos y se puede identiﬁcar (푀, 푝,퐵) con ({0}×푋1 ∪ 퐼 ×퐴, 푖푑×
푝1, {0} × 퐵1 ∪ 퐼 × 퐵0). Para cada funcio´n M-ﬁbrada (휐, 훾) : (퐴, 푝0, 퐵0) →
(푋1, 푝1, 퐵1) se deﬁne una funcio´n M-ﬁbrada (휅, 휉) : (푀, 푝,퐵)→ (퐼×푋1, 푖푑×
푝1, 퐼 ×퐵1) por
휅(푥) =
⎧⎨
⎩
(0, 휐(푎)) 푠푖 푥 = [휐(푎)], 푎 ∈ 퐴
(푡, 휐(푎)) 푠푖 푥 = [푡, 푎], 푡 ∕= 0
(0, 푥) 푠푖 푥 ∈ 푋1 − 휐(퐴)
휉(푏) =
⎧⎨
⎩
(0, 훾(푏0)) 푠푖 푏 = [훾(푏0)], 푏0 ∈ 퐵0
(푡, 훾(푏0)) 푠푖 푏 = [푡, 푏0], 푡 ∕= 0
(0, 푏) 푠푖 푏 ∈ 퐵1 − 훾(퐵0)
Ejemplo 2.2. Sea (푋1, 푝1, 퐵1) un espacio topolo´gico M-ﬁbrado, 푍 un espacio
topolo´gico y (푋1 ⊔ 푍, 푝1 ⊔ 푖푑푍 , 퐵1 ⊔ 푍) un espacio M-ﬁbrado donde
푝1 ⊔ 푖푑푍(푎) =
{
푝1(푎) 푠푖 푎 ∈ 푋
푧 푠푖 푧 ∈ 푍
Se probara´ que (푖푋1 , 푖퐵1) es una coﬁbracio´n donde 푖푋1 : 푋1 → 푋1 ⊔ 푍, 푖퐵1 :
퐵1 → 퐵1⊔푍 son las inclusiones, es decir, se mostrara´ que (푖푋1 , 푖퐵1) tiene la
propiedad de extensio´n homoto´pica para todo espacio M-ﬁbrado (푋2, 푝2, 퐵2).
Conside´rese el siguiente diagrama
(푋1, 푝1, 퐵1)
(휎0,훿0) //
(푖푋1 ,푖퐵1)

(푋1 × 퐼, 푝1 × 푖푑, 퐵1 × 퐼)
(푖푋1×푖푑,푖퐵1×푖푑)

(퐺,푔)
rr
(푋1 ⊔ 푍, 푝1 ⊔ 푖푑푍 , 퐵1 ⊔ 푍)
(휎¯0,훿¯0)
//
(휙,훼) //
((푋1 ⊔ 푍)× 퐼, (푝1 ⊔ 푖푑푍)× 푖푑, (퐵1 ⊔ 푍)× 퐼)
(푋2, 푝2, 퐵2)
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conmutativo y def´ınase (퐻, ℎ) : ((푋1 ⊔ 푍)× 퐼, (푝1 ⊔ 푖푑푍)× 푖푑, (퐵1 ⊔ 푍)× 퐼)→
(푋2, 푝2, 퐵2) como
퐻(푎, 푡) =
{
퐺(푎, 푡) 푠푖 푎 ∈ 푋1
휙(푎) 푠푖 푎 ∈ 푍
ℎ(푏, 푡) =
{
푔(푏, 푡) 푠푖 푏 ∈ 퐵1
훼(푏) 푠푖 푏 ∈ 푍
que esta´n bien deﬁnidas, son continuas y hacen conmutar el diagrama
(푋1, 푝1, 퐵1)
(휎0,훿0) //
(푖푋1 ,푖퐵1)

(푋1 × 퐼, 푝1 × 푖푑, 퐵1 × 퐼)
(푖푋1×푖푑,푖퐵1×푖푑)

(퐺,푔)
rr
(푋1 ⊔ 푍, 푝1 ⊔ 푖푑푍 , 퐵1 ⊔ 푍)
(휎¯0,훿¯0)
//
(휙,훼) //
((푋1 ⊔ 푍)× 퐼, (푝1 ⊔ 푖푑푍)× 푖푑, (퐵1 ⊔ 푍)× 퐼)
(퐻,ℎ)

(푋2, 푝2, 퐵2)
ya que
퐻(푥, 푡) = 퐺(푥, 푡), ℎ(푏, 푡) = 푔(푏, 푡), 퐻(푥, 0) = 퐺(푥, 0) = 휙(푥), ℎ(푏, 0) =
푔(푏, 0) = 훼(푏), 퐻(푧, 0) = 휙(푧) y ℎ(푧, 0) = 훼(푧), para todo 푥 ∈ 푋1, 푡 ∈
퐼, 푧 ∈ 푍, 푏 ∈ 퐵1.
Teorema 2.3. La funcio´n M-ﬁbrada (휐, 훾) : (퐴, 푝0, 퐵0) → (푋1, 푝1, 퐵1) es
una coﬁbracio´n M-ﬁbrada si y solo si existe una funcio´n M-ﬁbrada (퐿, 푙) :
(퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 × 퐵1)→ (푀, 푝,퐵), tal que 퐿휅 = 푖푑푀 y 푙휉 = 푖푑퐵.
Demostracio´n. →) Supo´ngase que (휐, 훾) es una coﬁbracio´n M-ﬁbrada. Sean
(휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1)→ (푀, 푝,퐵) y (퐺, 푔) : (퐼×퐴, 푖푑×푝0, 퐼×퐵0)→ (푀, 푝,퐵)
dos funciones M-ﬁbradas deﬁnidas por 휙(푥) = [푥], 훼(푏) = [푏],
퐺(푡, 푎) =
{
[푡, 푎] 푠푖 푡 ∕= 0,
[휐(푎)] 푠푖 푡 = 0,
푔(푡, 푏) =
{
[푡, 푏] 푠푖 푡 ∕= 0,
[훾(푏)] 푠푖 푡 = 0.
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Entonces, por la forma como se deﬁnieron las funciones, los siguientes dia-
gramas
퐴
휎0 //
휐

퐼 × 퐴
퐺

퐵0
훿0 //
훾

퐼 × 퐵0
푔

푋1 휙
// 푋2 퐵1 훼
// 퐵2
son conmutativos. Dado que (휐, 훾) es una coﬁbracio´n M-ﬁbrada existe una
homotop´ıa M-ﬁbrada (퐻, ℎ) : (퐼 × 푋1, 푖푑 × 푝1, 퐼 × 퐵1) → (푀, 푝,퐵) tal que
퐻(푖푑 × 휐) = 퐺, ℎ(푖푑 × 훾) = 푔, 퐻휅0 = 푖푑푀 y ℎ휌0 = 푖푑퐵. Para mostrar que
퐻휅 = 푖푑푀 y ℎ휉 = 푖푑퐵, resta ver los diferentes casos:
Cuando [푥] ∈ 푀 , 푥 ∈ 푋1 y [푏] ∈ 퐵, 푏 ∈ 퐵1; 퐻휅([푥]) = 퐻(0, 푥) =
퐻휅0(푥) = 휙(푥) = [푥] y ℎ휉([푏]) = ℎ(0, 푏) = ℎ휌0(푏) = 훼(푏) = [푏].
Cuando [푡, 푎] ∈푀 , 푡 ∕= 0, 푎 ∈ 퐴 y [푡, 푏] ∈ 퐵, 푡 ∕= 0, 푏 ∈ 퐵0; 퐻휅([푡, 푎]) =
퐻(푡, 휐(푎)) = 퐻(푖푑× 휐)(푡, 푎) = 퐺(푡, 푎) = [푡, 푎] y ℎ휉([푡, 푏]) = ℎ(푡, 훾(푏)) =
ℎ(푖푑× 훾)(푡, 푏) = 푔(푡, 푏) = [푡, 푏].
Por lo tanto, 퐻휅 = 푖푑푀 y ℎ휉 = 푖푑퐵.
←) Conside´rese que existe una funcio´n M-ﬁbrada (퐿, 푙) que cumple la hipo´tesis.
Sean (휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1)→ (푋2, 푝2, 퐵2) y (퐺, 푔) : (퐼 ×퐴, 푖푑× 푝0, 퐼 ×퐵0)→
(푋2, 푝2, 퐵2) funciones M-ﬁbradas tales que los diagramas
퐴
휎0 //
휐

퐼 × 퐴
퐺

퐵0
훿0 //
훾

퐼 × 퐵0
푔

푋1 휙
// 푋2 퐵1 훼
// 퐵2
son conmutativos. Se deﬁne una funcio´n M-ﬁbrada (퐻, ℎ) : (푀, 푝,퐵) →
(푋2, 푝2, 퐵2) por
퐻 (푧) =
⎧⎨
⎩
휙 (휐(푎)) 푠푖 푧 = [휐(푎)], 푎 ∈ 퐴,
휙 (푥) 푠푖 푧 = [푥], 푥 ∈ 푋1 − 휐(퐴),
퐺 (푡, 푎) 푠푖 푧 = [푡, 푎], 푎 ∈ 퐴, 푡 ∕= 0,
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ℎ (푏) =
⎧⎨
⎩
훼 (훾(푏0)) 푠푖 푏 = [훾(푏0)], 푏0 ∈ 퐵0,
훼 (푏1) 푠푖 푏 = [푏1], 푏1 ∈ 퐵1 − 훾(퐵0),
푔 (푡, 푏0) 푠푖 푏 = [푡, 푏0], 푏0 ∈ 퐵0, 푡 ∕= 0.
Def´ınase 퐻 : 퐼 × 푋1 → 푋2 y ℎ : 퐼 × 퐵1 → 퐵2. Como 퐻 =퐻 퐿, ℎ =ℎ 푙.
Se vera´ que (퐻, ℎ) es una funcio´n M-ﬁbrada comprobando que el siguiente
diagrama
퐼 ×푋1
퐻 //
푖푑×푝1

푋2
푝2

퐼 ×퐵1 ℎ
// 퐵2
es conmutativo, con la ayuda del diagrama
퐼 ×푋1
퐿 //
푖푑×푝1

푀
퐻 //
푝

푋2
푝2

퐼 ×퐵1 푙
// 퐵
ℎ
// 퐵2
ℎ(푖푑 × 푝1)(푡, 푥) =ℎ 푙(푖푑 × 푝1)(푡, 푥) =퐻 푝퐿(푡, 푥) = 푝2 퐻 퐿(푡, 푥) = 푝2퐻(푡, 푥).
Se probara´ ahora que (퐻, ℎ) extiende la homotop´ıa M-ﬁbrada (퐺, 푔) viendo
퐻(푖푑× 휐) = 퐺, ℎ(푖푑× 훾) = 푔, 퐻휅0 = 휙 y ℎ휌0 = 훼 para los diferentes casos.
Cuando (푡, 푎) ∈ 퐼×퐴 y (푡, 푏) ∈ 퐼×퐵0; 퐻(푖푑×휐)(푡, 푎) = 퐻(푡, 휐(푎)) =퐻
퐿(푡, 휐(푎)) =퐻 퐿휅([푡, 푎]) =퐻 ([푡, 푎]) = 퐺(푡, 푎) y ℎ(푖푑 × 훾)(푡, 푏) =
ℎ(푡, 훾(푏)) =ℎ 푙(푡, 훾(푏)) =ℎ 푙휉([푡, 푏]) =ℎ ([푡, 푏]) = 푔(푡, 푎).
Cuando 푥 ∈ 푋1 y 푏 ∈ 퐵1; 퐻휅0(푥) =퐻 퐿(0, 푥) =퐻 ([푥]) = 휙(푥) y
퐻휅0(푥) =퐻 퐿(0, 푥) =퐻 ([푥]) = 휙(푥) ℎ휌0(푏) =ℎ 푙(0, 푏) =ℎ ([푏]) = 훼(푏).
Por lo tanto (휐, 훾) es una coﬁbracio´n M-ﬁbrada.
Se llamara´ al par (푋1, 푝1, 퐵1) y (퐴, 푝0, 퐵0) de espacios M-ﬁbrados tales que
퐴 ⊂ 푋1, 퐵0 ⊂ 퐵1 y 푝0∣푝1, un par M-ﬁbrado, si 퐴 es cerrado en 푋1 y 퐵0 es
cerrado en 퐵1. Se dira´ un par cerrado M-ﬁbrado, si la funcio´n inclusio´n (휐, 훾) :
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(퐴, 푝0, 퐵0) → (푋1, 푝1, 퐵1) es una coﬁbracio´n M-ﬁbrada. Se nombrara´ al par
(푋1, 푝1, 퐵1), (퐴, 푝0, 퐵0) un par coﬁbrado M-ﬁbrado.
Teorema 2.4. Un par cerrado M-ﬁbrado (푋1, 푝1, 퐵1), (퐴, 푝0, 퐵0) es un par
coﬁbrado M-ﬁbrado si y solo si existe una retraccio´n M-ﬁbrada (푅, 푟) : (퐼 ×
푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 ×퐵1)→ ({0} ×푋1 ∪ 퐼 × 퐴, 푖푑× 푝1, {0} ×퐵1 ∪ 퐼 ×퐵0).
Demostracio´n. →) Supo´ngase que (휐, 훾) : (퐴, 푝0, 퐵0) → (푋1, 푝1, 퐵1) es un
par coﬁbrado M-ﬁbrado. Por el teorema 2.3 existe una funcio´n M-ﬁbrada
(퐿, 푙) : (퐼 × 푋1, 푖푑 × 푝1, 퐼 × 퐵1) → (푀, 푝,퐵) tal que 퐿휅 = 푖푑푀 y 푙휉 = 푖푑퐵.
Dado que ((푋1, 푝1, 퐵1), (퐴, 푝0, 퐵0)) es un par cerrado M-ﬁbrado se puede
identiﬁcar (푀, 푝,퐵) con ({0} × 푋1 ∪ 퐼 × 퐴, 푖푑 × 푝1, {0} × 퐵1 ∪ 퐼 × 퐵0)
mediante el homeomorﬁmo M-ﬁbrado (푔, 휇) : (푀, 푝,퐵) → ({0} × 푋1 ∪ 퐼 ×
퐴, 푖푑×푝1, {0}×퐵1∪퐼×퐵0). Finalmente se probara´ que (푅, 푟) : (퐼×푋1, 푖푑×
푝1, 퐼 × 퐵1) → ({0} × 푋1 ∪ 퐼 × 퐴, 푖푑 × 푝1, {0} × 퐵1 ∪ 퐼 × 퐵0) deﬁnida por
푅 = 푔퐿, 푟 = 휇푙 es una retraccio´n M-ﬁbrada, para esto primero obse´rvese
que (푅, 푟) es una funcio´n M- ﬁbrada, ya que es composicio´n de funciones
M-ﬁbradas. Se debera´ adema´s veriﬁcar que (푅, 푟) deja ﬁjo al subespacio M-
ﬁbrado ({0} ×푋1 ∪ 퐼 × 퐴, 푖푑× 푝1, {0} ×퐵1 ∪ 퐼 × 퐵0),
Cuando (푡, 푎) ∈ 퐼 × 퐴 y (푡, 푏) ∈ 퐼 × 퐵0; 푅(푡, 푎) = 푔퐿(푡, 푎) = 푔[푡, 푎] =
(푡, 푎) y 푟(푡, 푏) = 휇푙(푡, 푏) = 휇[푡, 푏] = (푡, 푏).
Cuando 푥 ∈ 푋1 y 푏 ∈ 퐵1; 푅(0, 푥) = 푔퐿(0, 푥) = 푔[푥] = (0, 푥) y 푟(0, 푏) =
휇푙(0, 푏) = 휇[푏] = (0, 푏).
←) Usando la misma notacio´n, sea (푅, 푟) una retraccio´n M-ﬁbrada, (푔, 휇)
un homomorﬁsmo M-ﬁbrado y (푔−1, 휇−1) : ({0} ×푋1 ∪ 퐼 ×퐴, 푖푑× 푝1, {0} ×
퐵1 ∪ 퐼 × 퐵0) → (푀, 푝,퐵) su inversa. se probara´ ahora que (퐿, 푙) : (퐼 ×
푋1, 푖푑 × 푝1, 퐼 × 퐵1) → (푀, 푝,퐵) deﬁnida como 퐿 = 푔
−1푅, 푙 = 휇−1푟 cumple
que 퐿휅 = 푖푑푀 y 푙휉 = 푖푑퐵,
Cuando (푡, 푎) ∈ 퐼 × 퐴, (푡, 푏) ∈ 퐼 × 퐵0 y 푡 ∕= 0; 퐿휅([푡, 푎]) = 퐿(푡, 푎) =
푔−1푅(푡, 푎) = 푔−1(푡, 푎) = [푡, 푎] y 푙휉([푡, 푏]) = 푙(푡, 푏) = 휇−1푟(푡, 푏) =
휇−1(푡, 푏) = [푡, 푏].
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Cuando 푥 ∈ 푋1 y 푏 ∈ 퐵1; 퐿휅([푥]) = 퐿(0, 푥) = 푔
−1푅(0, 푥) = 푔−1(0, 푥) =
[푥] y 푙휉([푏]) = 푙(0, 푏) = 휇−1푟(0, 푏) = 휇−1(0, 푏) = [푏].
Ahora solo resta aplicar el teorema 2.3 y se obtiene que la inclusio´n (휐, 훾) es
una coﬁbracio´n.
Corolario 2.5. Sea ((푋1, 푝1, 퐵1), (퐴, 푝0, 퐵0)) un par cerrado coﬁbrado M-
ﬁbrado, entonces tambie´n lo es
((푇 ×푋1, 푖푑푇 × 푝1, 푇 ×퐵1), (푇 × 퐴, 푖푑푇 × 푝0, 푇 ×퐵0)),
para 푇 espacio topolo´gico.
Demostracio´n. Dado que ((푋1, 푝1, 퐵1), (퐴, 푝0, 퐵0)) es un par cerrado coﬁbra-
do M-ﬁbrado existe una retraccio´n M-ﬁbrada (푅, 푟) : (퐼 × 푋1, 푖푑 × 푝1, 퐼 ×
퐵1)→ ({0} ×푋 ∪ 퐼 × 퐴, 푖푑× 푝0, {0} ×퐵 ∪ 퐼 ×퐵0). Def´ınase ahora (푓, 훼) :
(퐼×(푇×푋1), 푖푑×(푝푇×푝1), 퐼×(푇×퐵1))→ (푇×(퐼×푋1), 푖푑푇×(푖푑×푝1), 푇×
(퐼 × 퐵1)) por 푓(푡, (푧, 푥)) = (푧, (푡, 푥)), 훼(푡, (푧, 푏)) = (푧, (푡, 푏)) el cual es una
funcio´n M-ﬁbrada ya que 푓 y 훼 son continuos por ser cambios de coordenadas
y (푖푑푇 × (푖푑× 푝1))푓(푡, (푧, 푥)) = (푖푑푇 × (푖푑× 푝1))(푧, (푡, 푥)) = (푧, (푡, 푝1(푥))) =
훼(푡, (푧, 푝1(푥))) = 훼(푖푑× (푖푑푇 × 푝1))(푡, (푧, 푥)). Ana´logamente def´ınase (퐺, 훽) :
(푇 × ({0}×푋)∪푇 × (퐼×퐴), 푖푑푇 × (푖푑×푝0), 푇 × ({0}×퐵)∪푇 × (퐼×퐵0))→
({0}× (푇 ×푋)∪ 퐼 × (푇 ×퐴), 푖푑× (푝푇 × 푝0), {0}× (푇 ×퐵)∪ 퐼 × (푝푇 ×퐵0))
por 푔(푧, (푡, 푥)) = (푡, (푧, 푥)), 훽(푧, (푡, 푏)) = (푡, (푧, 푏)), el cual tambie´n es una
funcio´n M-ﬁbrada de manera ana´loga a (푓, 훼).
Por u´ltimo se deﬁnira´ (푅, 푟) : (퐼 × (푇 ×푋1), 푖푑× (푝푇 × 푝1), 퐼 × (푇 ×퐵1))→
({0}× (푇 ×푋)∪ 퐼 × (푇 ×퐴), 푖푑× (푝푇 × 푝0), {0}× (푇 ×퐵)∪ 퐼 × (푝푇 ×퐵0))
por 푅= 푔(푖푑푇 × 푅)푓, 푟= 훽(푖푑푇 × 푟)훼 y se veriﬁcara´ que es una retraccio´n.
Es claro que (푅, 푟) es una funcio´n M-ﬁbrada por ser composicio´n de e´stos.
Resta ver que deja ﬁjo a ({0}× (푇 ×푋)∪ 퐼 × (푇 ×퐴), 푖푑× (푝푇 × 푝0), {0}×
(푇 ×퐵) ∪ 퐼 × (푝푇 ×퐵0)).
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푅 (푡, (푧, 푥)) = 푔(푖푑푇 ×푅)푓(푡, (푧, 푥))
푅 (푡, (푧, 푥)) = 푔(푖푑푇 ×푅)(푧, (푡, 푥))
푅 (푡, (푧, 푥)) = 푔(푧, (푡, 푥))
푅 (푡, (푧, 푥)) = (푡, (푧, 푥)).
푟 (푡, (푧, 푏)) = 훽(푖푑푇 × 푟)훼(푡, (푧, 푏))
푟 (푡, (푧, 푏)) = 훽(푖푑푇 × 푟)(푧, (푡, 푏))
푟 (푡, (푧, 푏)) = 훽(푧, (푡, 푏))
푟 (푡, (푧, 푏)) = (푡, (푧, 푏)).
Ahora aplicando el teorema 2.4 se obtiene que ((푇×푋1, 푖푑푇×푝1, 푇×퐵1), (푇×
퐴, 푖푑푇 × 푝0, 푇 × 퐵0)) es un par cerrado coﬁbrado M-ﬁbrado.
Teorema 2.6. Sea (휐1, 훾1) : (퐴, 푝0, 퐵0) → (푋1, 푝1, 퐵1) y (휐2, 훾2) :
(퐴, 푝0, 퐵0) → (푋2, 푝2, 퐵2) funciones M-ﬁbradas y (휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1) →
(푋2, 푝2, 퐵2) una funcio´n M-ﬁbrada tal que (휙휐1, 훼훾1) ≃
푀 (휐2, 훾2). Si (휐1, 훾1)
es una coﬁbracio´n M-ﬁbrada, entonces existe una funcio´n M-ﬁbrada
(휓, 훽) : (푋1, 푝1, 퐵1)→ (푋2, 푝2, 퐵2)
tal que (휙, 훼) ≃푀 (휓, 훽) y 휓휐1 = 휐2, 훽훾1 = 훾2.
Demostracio´n. Sea (퐻, ℎ) : (퐼×퐴, 푖푑×푝0, 퐼×퐵0)→ (푋2, 푝2, 퐵2) una homo-
top´ıa M-ﬁbrada tal que 퐻(0, 푎) = 휙휐1(푎), ℎ(0, 푏) = 훼훾1(푏), 퐻(1, 푎) = 휐2(1, 푎)
y ℎ(1, 푏) = 훾2(1, 푏), para 푎 ∈ 퐴 y 푏 ∈ 퐵0. Dado que (휐1, 훾1) es una coﬁbracio´n
M-ﬁbrada existe una homotop´ıa M-ﬁbrada
(퐾, 푘) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 ×퐵1)→ (푋2, 푝2, 퐵2) ,
tal que 퐾(푖푑 × 휐1) = 퐻, 푘(푖푑 × 훾1) = ℎ, 퐾휅0 = 휙, 푘휌0 = 훼, donde 휅푡 :
푋1 → 퐼×푋1 y 휌푡 : 퐵1 → 퐼×퐵1 son deﬁnidos por 휅푡(푥) = (푡, 푥) y 휌푡(푏) = (푡, 푏)
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para algu´n 푡 ∈ 퐼. Conside´rese a (휓, 훽) como 휓 = 퐾휅1, 훽 = 푘휌1, entonces es
facil ver que (휙, 훼) ≃푀 (휓, 훽). Por u´ltimo para algu´n 푥 ∈ 푋1, 푏 ∈ 퐵1,
휓휐1(푎) = 퐾휅1(휐1(푎)) = 퐾(1, 휐1(푎)) = 퐾(푖푑× 휐1)(1, 푎) = 퐻(1, 푎) = 휐2(푎),
훽훾1(푏) = 푘휌1(훾1(푏)) = 푘(1, 훾1(푏)) = 푘(푖푑× 훾1)(1, 푏) = ℎ(1, 푏) = 훾2(푏).
Sean (휙, 훼), (휓, 훽) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) y (휐, 훾) : (퐴, 푝0, 퐵0) →
(푋1, 푝1, 퐵1) funciones M-ﬁbradas tales que 휙휐 = 휓휐 y 훼훾 = 훽훾. Se
dira´ que (휙, 훼) y (휓, 훽) son homoto´picos M-ﬁbrados sobre (퐴, 푝0, 퐵0) si ex-
iste una homotop´ıa M-ﬁbrada de (휙, 훼) a (휓, 훽) tal que 퐻(푖푑 × 휐)(푡, 푎) y
ℎ(푖푑 × 훾)(푡, 푏) no dependen de 푡 ∈ 퐼. Esta homotop´ıa M-ﬁbrada se deno-
tara´ por (휙, 훼) ≃푀 (휓, 훽) sobre (퐴, 푝0, 퐵0).
Teorema 2.7. Sea (휐, 훾) : (퐴, 푝0, 퐵0) → (푋1, 푝1, 퐵1) una coﬁbracio´n M-
ﬁbrada y sea (휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋1, 푝1, 퐵1) una funcio´n M-ﬁbrada
sobre (퐴, 푝0, 퐵0) tal que (휙, 훼) ≃
푀 (푖푑푋1 , 푖푑퐵1). Entonces existe una fun-
cio´n M-ﬁbrada (휙′, 훼′) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋1, 푝1, 퐵1) sobre (퐴, 푝0, 퐵0) tal que
(휙′휙, 훼′훼) ≃푀 (푖푑푋1 , 푖푑퐵1) sobre (퐴, 푝0, 퐵0).
Demostracio´n. Sea (퐻, ℎ) : (퐼 × 푋1, 푖푑 × 푝1, 퐼 × 퐵1) → (푋1, 푝1, 퐵1) una
homotop´ıa M-ﬁbrada de (휙, 훼) en (푖푑푋1 , 푖푑퐵1). Entonces los siguientes dos
diagramas
퐴
휎0 //
휐

퐼 × 퐴
퐻(푖푑×휐)

퐵0
훿0 //
훾

퐼 ×퐵0
ℎ(푖푑×훾)

푋1 푖푑푋1
// 푋1 퐵1 푖푑퐵1
// 퐵1
son conmutativos, ya que (휙, 훼) es una funcio´n M-ﬁbrada sobre (퐴, 푝0, 퐵0).
Dado que (휐, 훾) es una coﬁbracio´n M-ﬁbrada existe una homotop´ıa M-ﬁbrada
(퐾, 푘) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 ×퐵1)→ (푋1, 푝1, 퐵1) tal que
퐾(푖푑× 휐) = 퐻(푖푑× 휐), 퐾휅0 = 푖푑푋1 ,
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푘(푖푑× 훾) = ℎ(푖푑× 훾), 퐾휌0 = 푖푑퐵1 ,
donde 휅푡 : 푋1 → 퐼 ×푋1 y 휌푡 : 퐵1 → 퐼 × 퐵1 son deﬁnidos por 휅푡(푥) = (푡, 푥)
y 휌푡(푏) = (푡, 푏) para algu´n 푡 ∈ 퐼. Def´ınase ahora (휙
′, 훼′) como 휙′ = 퐾휅1 y
훼′) = 푘휌1, con lo anterior se puede construir (퐺, 푔) : (퐼×푋1, 푖푑×푝1, 퐼×퐵1)→
(푋1, 푝1, 퐵1) como sigue
퐺(푠, 푥) =
⎧⎨
⎩
퐾(1− 2푠, 휙(푥)) 푠푖 0 ≤ 푠 ≤ 1
2
퐻(2푠− 1, 푥) 푠푖 1
2
≤ 푠 ≤ 1
푔(푠, 푥) =
⎧⎨
⎩
푘(1− 2푠, 훼(푏)) 푠푖 0 ≤ 푠 ≤ 1
2
ℎ(2푠− 1, 푏) 푠푖 1
2
≤ 푠 ≤ 1
Es claro que (퐺, 푔) es una funcio´n M-ﬁbrada por ser composicio´n de funciones
continuas, tambie´n se puede ver que
퐺휅0(푥) = 퐺(0, 푥) = 퐾(1, 휙(푥)) = 퐾휅1(휙(푥)) = 휙
′휙(푥),
푔휌0(푏) = 푔(0, 푏) = 푘(1, 훼(푏)) = 푘휌1(훼(푏)) = 훼
′훼(푏),
퐺휅1(푥) = 퐺(1, 푥) = 퐻(1, 푥) = 푖푑푋1 ,
푔휌1(푏) = 푔(1, 푏) = ℎ(1, 푏) = 푖푑퐵1 .
Ahora se debe probar que (휙′휙, 훼′훼) ≃푀 (푖푑푋1 , 푖푑퐵1) sobre (퐴, 푝0, 퐵0). Con-
side´rese (푀,푚) : (퐼 × 퐼 × 퐴, 푖푑× 푖푑× 푝0, 퐼 × 퐼 ×퐵0)→ (푋1, 푝1, 퐵1) como
푀(푠, 푡, 푥) =
⎧⎨
⎩
퐾(1− 2푠(1− 푡), 휐(푎)) 푠푖 0 ≤ 푠 ≤ 1
2
퐻(1− 2(1− 푠)(1− 푡), 휐(푎)) 푠푖 1
2
≤ 푠 ≤ 1
푚(푠, 푡, 푥) =
⎧⎨
⎩
푘(1− 2푠(1− 푡), 훾(푏)) 푠푖 0 ≤ 푠 ≤ 1
2
ℎ(1− 2(1− 푠)(1− 푡), 훾(푏)) 푠푖 1
2
≤ 푠 ≤ 1.
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Para algu´n 푠 ∈ 퐼 ﬁjo, sea (푀푠,푚푠) : (퐼 × 퐴, 푖푑 × 푝0, 퐼 × 퐵0) → (푋1, 푝1, 퐵1)
una funcio´n M-ﬁbrada deﬁnida por
푀푠(푡, 푎) = 푀(푠, 푡, 푎), 푚푠(푡, 푏) = 푚(푠, 푡, 푏)
y (퐺푠, 푔푠) : (푋1, 푝1, 퐵1)→ (푋1, 푝1, 퐵1) una funcio´n M-ﬁbrada deﬁnida por
퐺푠(푥) = 퐺(푠, 푥), 푔푠(푏) = 푚(푠, 푏).
Los siguientes diagramas
퐴
휎0 //
휐

퐼 × 퐴
푀푠

퐵0
훿0 //
훾

퐼 × 퐵0
푚푠

푋1 퐺푠
// 푋1 퐵1 푔푠
// 퐵1
son conmutativos, ya que
푀푠휎0(푎) = 푀푠(0, 푎) = 푀(푠, 0, 푎) = 퐺(푠, 휐(푎)) = 퐺푠(휐(푎)) = 퐺푠휐(푎),
푚푠훿0(푏) = 푚푠(0, 푏) = 푀(푠, 0, 푏) = 푔(푠, 훾(푏)) = 푔푠(훾(푏)) = 푔푠훾(푏).
Dado que (휐, 훾) es una coﬁbracio´n M-ﬁbrada entonces existe una homotop´ıa
M-ﬁbrada (푁푠, 푛푠) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 ×퐵1)→ (푋1, 푝1, 퐵1) tal que
푁푠(푖푑× 휐) = 푀푠, 푁푠휅0 = 퐺푠,
푛푠(푖푑× 훾) = 푚푠, 푛푠휌0 = 푔푠,
para cada 푠 ∈ 퐼. No´tese adema´s que el conjunto de funciones {(푁푠, 푛푠)}푠∈퐼
es en si mismo una homotop´ıa donde var´ıa el parametro 푠. Tambie´n es im-
portante ver que (푁푠, 푛푠)(휅1, 휌1)(휐(푎), 훾(푏)) = (푁푠, 푛푠)((1, 휐(푎)), (1, 훾(푏))) =
(푀(푠, 1, 휐(푎)),푚(푠, 1, 훾(푏)) = (휐(푎), 훾(푏)), es decir (푁푠, 푛푠)(휅1, 휌1) es una
funcio´n M-ﬁbrada sobre (퐴, 푝0, 퐵0). Entonces
(휙′휙, 훼′훼) = (퐺0, 푔0) = (푁0휅0, 푛0휌0) ≃
푀 (푁0휅1, 푛0휌1) ≃
푀 (푁1휅1, 푛1휌1)
≃푀 (푁1휅0, 푛1휌0) = (퐺1, 푔1) = (푖푑푋1 , 푖푑퐵1),
donde cada ≃푀 representa una homotop´ıa M-ﬁbrada sobre (퐴, 푝0, 퐵0). Se
concluye la demostracio´n.
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Usando los dos teoremas anteriores se puede obtener el siguiente resultado
Teorema 2.8. Sean (휐1, 훾1) : (퐴, 푝0, 퐵0) → (푋1, 푝1, 퐵1) y (휐2, 훾2) :
(퐴, 푝0, 퐵0) → (푋2, 푝2, 퐵2) coﬁbraciones M-ﬁbradas y sea (휙, 훼) :
(푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) una funcio´n M-ﬁbrada tal que (휙휐1, 훼훾1) ≃
푀
(휐2, 훾2). Si (휙, 훼) es una equivalencia homoto´pica M-ﬁbrada entonces (휙, 훼)
es una equivalencia homoto´pica M-ﬁbrada sobre (퐴, 푝0, 퐵0).
Demostracio´n. Dado que (휙, 훼) es una equivalencia homoto´pica M-ﬁbrada
existe una inversa homoto´pica M-ﬁbrada (휓, 훽) : (푋2, 푝2, 퐵2)→ (푋1, 푝1, 퐵1),
entonces (휓휐2, 훽훾2) = (휓휙휐1, 훽훼훾1) ≃
푀 (휐1, 훾1), el teorema 2.6 garantiza la
existencia de una funcio´n M-ﬁbrada
(휓′, 훽′) : (푋2, 푝2, 퐵2)→ (푋1, 푝1, 퐵1),
tal que (휓′, 훽′) ≃푀 (휓, 훽) y 휓′휐2 = 휐1, 훽
′훾2 = 훾1. Dado que (휓휙, 훽훼) ≃
푀
(푖푑푋1 , 푖푑퐵1) y (휓
′휙, 훽′훼) ≃푀 (푖푑푋1 , 푖푑퐵1), por el teorema 2.7 existe una fun-
cio´n M-ﬁbrada (휓′′, 훽′′) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋1, 푝1, 퐵1), tal que (휓
′휙, 훽′훼) ≃푀
(휓′′, 훽′′) y (휓′′휓′휙, 훽′′훽′훼) ≃푀 (푖푑푋1 , 푖푑퐵1) sobre (퐴, 푝0, 퐵0), por ende se puede
deﬁnir 휓= 휓′′휓′ y 훽= 훽′′훽′. Entonces (휓 휙, 훽 훼) ≃푀 (푖푑푋1 , 푖푑퐵1) sobre
(퐴, 푝0, 퐵0).
Se probara´ ahora que existe una funcio´n M-ﬁbrada (휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1) →
(푋2, 푝2, 퐵2) tal que (휙휓, 훼훽) ≃
푀 (푖푑푋1 , 푖푑퐵1). Dado que (휙 휓, 훼 훽) ≃
푀
(휙휓′′휓′, 훼훽′′훽′) ≃푀 (휙(휓′휙)휓′, 훼(훽′훼)훽′) ≃푀 ((휙휓′)(휙휓′), (훼훽′)(훼훽′)) ≃푀
(푖푑푋2 , 푖푑퐵2), por el teorema 2.7 existe una funcio´n M-ﬁbrada (휙
′, 훼′) :
(푋2, 푝2, 퐵2) → (푋2, 푝2, 퐵2) tal que (휙
′휙 휓, 훼′훼′ 훽) ≃푀 (푖푑푋2 , 푖푑퐵2) sobre
(퐴, 푝0, 퐵0). Def´ınase 휙= 휙
′휙 y 훼= 훼′훼, entonces (휙휓, 훼훽) ≃푀 (푖푑푋2 , 푖푑퐵2).
No´tese que
(휙, 훼) ≃푀 ((휙휓)휙, (훼훽)훼) ≃푀 (휙 (휓 휙), 훼 (훽 훼)) ≃푀 (휙, 훼),
con lo cual se prueba que (휓, 훽) es una inversa homoto´pica M-ﬁbrada de
(휙, 훼) sobre (퐴, 푝0, 퐵0), con lo que se concluye la demostracio´n.
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Deﬁnicio´n 2.9. Sea ((푋1, 푝1, 퐵1), (퐴, 푝0, 퐵0)) un par cerrado M-ﬁbrado.
Una estructura fuerte M-ﬁbrada en ((푋1, 푝1, 퐵1), (퐴, 푝0, 퐵0)) es un par
((훼, 훽), (퐻, ℎ)) constituido de funciones 훼 : 푋1 → 퐼, 훽 : 퐵1 → 퐼 que sa-
tisfacen que 훽푝1 = 훼 y la imagen por (퐴, 푝0, 퐵0) es cero. Adema´s de una
homotop´ıa M-ﬁbrada (퐻, ℎ) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 × 퐵1) → (푋1, 푝1, 퐵1) so-
bre (퐴, 푝0, 퐵0) de (푖푑푋1 , 푖푑퐵1) tal que 퐻(푡, 푥) ∈ 퐴, ℎ(푠, 푏) ∈ 퐵0 para cada
푡 > 훼(푥), 푠 > 훽(푏).
Ejemplo 2.10. Sea 푋1 = 퐼, 퐵1 = 퐼 × 퐼 y 푝1 : 푋1 → 퐵1 deﬁnida por
푝1(푥) =
{
(2푥, 0) 푠푖 0 ≤ 푥 ≤ 1
2
(1, 2푥− 1) 푠푖 1
2
≤ 푥 ≤ 1,
퐴 =
[
0, 1
2
]
, 퐵0 = 퐼 × {0}, 훼 : 푋1 → 퐼 y 훽 : 퐵1 → 퐼 deﬁnidas por
훼(푥) =
⎧⎨
⎩
0 푠푖 푥 ≤ 1
2
2, 5푥− 1, 25 푠푖 1
2
≤ 푥 ≤ 0, 9
1 푠푖 0, 9 ≤ 푥,
훽(푥, 푦) =
{
1 푠푖 0, 8 ≤ 푦
5
4
푦 푠푖 푦 ≤ 0, 8,
con la homotop´ıa M-ﬁbrada (퐻, ℎ) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 × 퐵1)→ (푋1, 푝1, 퐵1)
sobre (퐴, 푝0, 퐵0) de (푖푑푋1 , 푖푑퐵1) deﬁnida por
퐻(푥, 푡) =
⎧⎨
⎩
푥 푠푖 푥 ≤ 1
2
1
2
푠푖 1
2
≤ 푥 ∧ 푥− 0, 4푡 ≤ 1
2
푥− 0, 4푡 푠푖 1
2
≤ 푥 ∧ 푥− 0, 4푡 ≥ 1
2
ℎ(푥, 푦, 푠) =
{
(푥, 0) 푠푖 푦 − 0, 8푠 ≤ 0
(푥, 푦 − 0, 8푠) 푠푖 푦 − 0, 8푠 ≥ 0.
Se vera´ inicialmente que 훽푝1 = 훼.
훽푝1(푥) =
{
훽(2푥, 0) 푠푖 0 ≤ 푥 ≤ 1
2
훽(0, 2푥− 1) 푠푖 1
2
≤ 푥 ≤ 1
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=
⎧⎨
⎩
0 푠푖 0 ≤ 푥 ≤ 1
2
1 푠푖 0, 8 ≤ 2푥− 1
5
4
(2푥− 1) 푠푖 2푥− 1 ≤ 0, 8
=
⎧⎨
⎩
0 푠푖 푥 ≤ 1
2
2, 5푥− 1, 25 푠푖 1
2
≤ 푥 ≤ 0, 9
1 푠푖 0, 9 ≤ 푥
= 훼(푥).
Se ﬁnalizara´ probando que para 푡 > 훼(푥), 푠 > 훽(푏) se tiene 퐻(푡, 푥) ∈ 퐴,
ℎ(푠, 푏) ∈ 퐵0. Como la desigualdad es estricta, los elementos tales que 훼(푥) =
훽(푏) = 1 pueden mantenerse fuera de 퐴 y 퐵0 durante la homotop´ıa.
Si 훼(푥) = 0, cada 푡 ≥ 훼(푥) entonces 푥 ≤ 1
2
y 퐻(푥, 푡) = 푥 para cada t.
Si 푡 ≥ 훼(푥) = 2푥− 1, 25 se tomara´ el caso 푡 = 2푥− 1, 25. Entonces 푥 ≤ 1
2
y
푥− 0, 4(2푥− 1, 25) = 1
2
≤ 1
2
, por lo cual si 푡 > 훼(푥), 퐻(푥, 푡) = 1
2
∈ 퐴.
Si 푡 ≥ 훽(푥, 푦) = 5푦
4
se vera´ el caso 푠 = 5
4
푦 entonces 푦− 0, 8(5
4
푦) = 0 ≤ 0, por
lo cual si 푠 > 훽(푥, 푦), ℎ(푥, 푦, 푠) = (푥, 0) ∈ 퐵0.
Con esta deﬁnicio´n se obtienen los siguientes teoremas.
Teorema 2.11. Un par cerrado M-ﬁbrado ((푋1, 푝1, 퐵1), (퐴, 푝0, 퐵0)) es una
coﬁbracio´n M-ﬁbrada si y solo si existe una estructura fuerte M-ﬁbrada en
((푋1, 푝1, 퐵1), (퐴, 푝0, 퐵0)).
Demostracio´n. →) Supo´ngase que ((푋1, 푝1, 퐵1), (퐴, 푝0, 퐵0)) es un par cerrado
coﬁbrado M-ﬁbrado, entonces por el teorema 2.4 existe una retraccio´n M-
ﬁbrada (푅, 푟) : (퐼×푋1, 푖푑×푝1, 퐼×퐵1)→ ({0}×푋1∪퐼×퐴, 푖푑×푝1, {0}×퐵1∪
퐼 × 퐵0) dado por 푅(푡, 푥) = (푅1(푡, 푥), 푅2(푡, 푥)) y 푟(푡, 푥) = (푟1(푡, 푥), 푟2(푡, 푥)).
Con esto se puede deﬁnir las funciones 훼 : 푋1 → 퐼 y 훽 : 퐵1 → 퐼 por
훼(푥) = sup
푡∈퐼
∣푅1(푡, 푥)− 푡∣ (푥 ∈ 푋1),
훽(푏) = sup
푡∈퐼
∣푟1(푡, 푏)− 푡∣ (푏 ∈ 퐵1).
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No´tese que si 푏 = 푝1(푋), entonces 훽(푏) = 훽(푝1(푥)) =
sup푡∈퐼 ∣푟1(푡, 푝1(푥))− 푡∣ = sup푡∈퐼 ∣푟1(푖푑× 푝1)(푡, 푥)− 푡∣ =
sup푡∈퐼 ∣푅1(푡, 푥)− 푡∣ = 훼(푥), 훼(푎) = sup푡∈퐼 ∣푅1(푡, 푎)− 푡∣ = 0 y
훽(푏) = sup푡∈퐼 ∣푟1(푡, 푏)− 푡∣ = 0.
Para completar la demostracio´n de esta implicacio´n, resta mostrar que
(푅2, 푟2) es la homotop´ıa M-ﬁbrada que completa la estructura fuerte M-
ﬁbrada, con el espacio de llegada de la retraccio´n, a saber, ({0} ×푋1 ∪ 퐼 ×
퐴, 푖푑×푝1, {0}×퐵1∪퐼×퐵0). Se obtiene que (푅2, 푟2) : (퐼×푋1, 푖푑×푝1, 퐼×퐵1)→
(푥1, 푝1, 퐵1) es una homotop´ıa M-ﬁbrada sobre (퐴, 푝0, 퐵0) de (푖푑푋1 , 푖푑퐵1).
Vea´se que si 푥 /∈ 퐴 y 푅2(푡, 푥) /∈ 퐴, entonces 푅1(푡, 푥) = 0, por lo tanto
푡 ≤ 훼(푥) tambie´n si 푏 /∈ 퐵0 y 푟2(푡, 푏) /∈ 퐵0, entonces 푟1(푡, 푏) = 0, por lo tanto
푡 ≤ 훽(푏), con esto se prueba la primera parte.
←) Supo´ngase que ((훼, 훽), (퐻, ℎ)) es una estructura fuerte M-ﬁbrada y
def´ınase la funcio´n M-ﬁbrada (푅, 푟) : (퐼 × 푋1, 푖푑 × 푝1, 퐼 × 퐵1) → ({0} ×
푋1 ∪ 퐼 × 퐴, 푖푑× 푝1, {0} ×퐵1 ∪ 퐼 × 퐵0) por
푅(푡, 푥) =
{
(0, 퐻(푡, 푥)) 푠푖 푡 ≤ 훼(푥)
(푡− 훼(푥), 퐻(푡, 푥)) 푠푖 푡 ≥ 훼(푥),
푟(푡, 푥) =
{
(0, ℎ(푡, 푏)) 푠푖 푡 ≤ 훽(푏)
(푡− 훽(푏), ℎ(푡, 푏)) 푠푖 푡 ≥ 훽(푏).
Ahora se vera´ que (푅, 푟) es una retraccio´n M-ﬁbrada, para algu´n (0, 푥) ∈
{0} × 푋1 y (0, 푏) ∈ {0} × 퐵1 se tiene que 푅(0, 푥) = (0, 퐻(0, 푥)) = (0, 푥) y
푟(0, 푏) = (0, ℎ(0, 푏)) = (0, 푏), ya que 0 ≤ 훼(푥) y 0 ≤ 훽(푏), tambie´n para algu´n
(푡, 푎) ∈ 퐼 × 퐴 y (푡, 푏) ∈ 퐼 × 퐵0 se tiene que 푅(푡, 푎) = (푡− 0, 퐻(푡, 푎)) = (푡, 푎)
y 푟(푡, 푏) = (푡 − 0, ℎ(푡, 푏)) = (푡, 푏), dado que 0 ≤ 훼(푥), 0 ≤ 훽(푏) y (퐻, ℎ) es
una funcio´n M-ﬁbrada sobre (퐴, 푝0, 퐵0), con esto se completa la prueba.
Teorema 2.12. Sea ((푋1, 푝1, 퐵1), (푋
′
1, 푝
′
1, 퐵
′
1)) y ((푋2, 푝2, 퐵2), (푋
′
2, 푝
′
2, 퐵
′
2))
pares cerrados coﬁbrados M-ﬁbrados, entonces
((푋1 ×푋2, 푝1 × 푝2, 퐵1 ×퐵2) , (푋
′
1 ×푋2 ∪푋1 ×푋
′
2, 푝1 × 푝2, 퐵
′
1 × 퐵2 ∪ 퐵1 ×퐵
′
2))
es tambie´n un par cerrado coﬁbrado M-ﬁbrado.
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Demostracio´n. Sean ((훼1, 훽1) , (퐻1, ℎ1)) y ((훼2, 훽2) , (퐻2, ℎ2)) estructuras
fuertes M-ﬁbradas en ((푋1, 푝1, 퐵1), (푋
′
1, 푝
′
1, 퐵
′
1)) y ((푋2, 푝2, 퐵2), (푋
′
2, 푝
′
2, 퐵
′
2))
respectivamente. Def´ınase 훾 : 푋1 × 푋2 → 퐼, 휂 : 퐵1 ×
퐵2 → 퐼 y (퐾, 푘) : (퐼 × (푋1 ×푋2) , 푖푑× (푝1 × 푝2) , 퐼 × (퐵1 × 퐵2)) →
(푋1 ×푋2, 푝1 × 푝2, 퐵1 × 퐵2) por
훾(푥, 푦) = 푚푖푛(훼1(푥), 훼2(푦)) ((푥, 푦) ∈ 푋1 ×푋2),
휂(푏, 푐) = 푚푖푛(훽1(푏), 훽2(푐)) ((푏, 푐) ∈ 퐵1 ×퐵2),
퐾(푡, (푥, 푦)) = (퐻1(푚푖푛(푡, 훼2(푦)), 푥), 퐻2(푚푖푛(푡, 훼1(푥)), 푦)), (푥, 푦) ∈ 푋1×푋2,
푘(푡, (푏, 푐)) = (ℎ1(푚푖푛(푡, 훽2(푐)), 푏), ℎ2(푚푖푛(푡, 훽1(푏)), 푐)), (푏, 푐) ∈ 퐵1 ×퐵2.
Se probara´ ahora que ((훾, 휂), (퐾, 푘)) es una estructura fuerte M-ﬁbrada en
((푋1 ×푋2, 푝1 × 푝2, 퐵1 ×퐵2) , (푋
′
1 ×푋2 ∪푋1 ×푋
′
2, 푝1 × 푝2, 퐵
′
1 × 퐵2 ∪ 퐵1 ×퐵
′
2)).
Es claro que 훾(푥, 푦) = 0 para (푥, 푦) ∈ 푋 ′1 ×푋2 ∪푋1 ×푋
′
2 y 휂(푏, 푐) = 0 para
(푏, 푐) ∈ 퐵′1 ×퐵2 ∪ 퐵1 × 퐵
′
2.
Para ver que (퐾, 푘) es una homotop´ıa M-ﬁbrada sobre (푋 ′1 × 푋2 ∪ 푋1 ×
푋 ′2, 푝1 × 푝2, 퐵
′
1 × 퐵2 ∪ 퐵1 × 퐵
′
2), supo´ngase (푥, 푦) ∈ 푋
′
1 ×푋2 ∪푋1 ×푋
′
2 con
푥 ∈ 푋 ′1y (푏, 푐) ∈ 퐵
′
1 ×퐵2 ∪ 퐵1 ×퐵
′
2, con 푏 ∈ 퐵
′
1.
퐾(푡, (푥, 푦)) = (퐻1(푚푖푛(푡, 훼2(푦)), 푥), 퐻2(푚푖푛(푡, 0), 푦)) = (푥, 푦),
푘(푡, (푏, 푐)) = (ℎ1(푚푖푛(푡, 훽2(푐)), 푏), ℎ2(푚푖푛(푡, 0), 푐)) = (푏, 푐).
Ahora, si 푡 > 훾(푥, 푦) y tomando el caso 훼1(푥) < 푡 ≤ 훼(푦), entonces
퐾(푡, (푥, 푦)) = (퐻1(푡, 푥), 퐻2(훼1(푥), 푦)) ∈ 푋
′
1 ×푋2 ∪푋1 ×푋
′
2.
La prueba es similar para los otros casos y para 푡 > 휂(푏, 푐). Con esto se
demostrara´ que ((훾, 휂), (퐾, 푘)) es una estructura fuerte M-ﬁbrada y por el
teorema 2.11 se tiene la coﬁbracio´n M-ﬁbrada.
No´tese que en la estructura fuerte M-ﬁbrada no se tiene necesariamente que
퐻(1, 푥) ∈ 퐴 y ℎ(1, 푡) ∈ 퐵0, esta condicio´n es un caso especial.
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Deﬁnicio´n 2.13. Se llamara´ estricta a una estructura fuerte M-ﬁbrada
((훼, 훽), (퐻.ℎ)) sobre el par cerrado M-ﬁbrado ((푋1, 푝1, 퐵1), (퐴, 푝0, 퐵0)) si las
imagenes de 훼 y 훽 en 푋1 y 퐵1 respectivamente son estrictamente menores
que 1.
Ejemplo 2.14. Se mostrara´ un ejemplo similar al anterior teniendo la con-
sideracio´n que en la estructura estricta durante la homotop´ıa (푋1, 푝1, 퐵1)
colapsa en (퐴, 푝0, 퐵0).
Sea 푋1 = 퐼, 퐵1 = 퐼 × 퐼 y 푝1 : 푋1 → 퐵1 deﬁnida por
푝1(푥) =
{
(2푥, 0) 푠푖 0 ≤ 푥 ≤ 1
2
(1, 2푥− 1) 푠푖 1
2
≤ 푥 ≤ 1,
퐴 =
[
0, 1
2
]
, 퐵0 = 퐼 × {0}, 훼 : 푋1 → 퐼 y 훽 : 퐵1 → 퐼 deﬁnidas por
훼(푥) =
{
0 푠푖 푥 ≤ 1
2
5
3
푥− 5
6
푠푖 1
2
≤ 푥
훽(푥, 푦) =
5푦
6
.
Con la homotop´ıa M-ﬁbrada (퐻, ℎ) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 × 퐵1)→ (푋1, 푝1, 퐵1)
sobre (퐴, 푝0, 퐵0) de (푖푑푋1 , 푖푑퐵1) deﬁnida por
퐻(푥, 푡) =
⎧⎨
⎩
푥 푠푖 푥 ≤ 1
2
1
2
푠푖 1
2
≤ 푥 ∧ 푥− 0, 6푡 ≤ 1
2
푥− 0, 6푡 푠푖 1
2
≤ 푥 ∧ 푥− 0, 6푡 ≥ 1
2
,
ℎ(푥, 푦, 푠) =
{
(푥, 0) 푠푖 푦 − 1, 2푠 ≤ 0
(푥, 푦 − 1, 2푠) 푠푖 푦 − 1, 2푠 ≥ 0.
Se vera´ inicialmente que 훽푝1 = 훼.
훽푝1(푥) =
{
훽(2푥, 0) 푠푖 0 ≤ 푥 ≤ 1
2
훽(0, 2푥− 1) 푠푖 1
2
≤ 푥 ≤ 1
=
{
0 푠푖 0 ≤ 푥 ≤ 1
2
5
6
(2푥− 1) 푠푖 1
2
≤ 푥 ≤ 1
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=
{
0 푠푖 푥 ≤ 1
2
5
3
푥− 5
6
푠푖 1
2
≤ 푥 ≤ 1
= 훼(푥).
Se ﬁnalizara´ probando que para 푡 > 훼(푥), 푠 > 훽(푏) se tiene 퐻(푡, 푥) ∈ 퐴,
ℎ(푠, 푏) ∈ 퐵0.
Si 훼(푥) = 0, cada 푡 ≥ 훼(푥), entonces 푥 ≤ 1
2
y 퐻(푥, 푡) = 푥 para cada t.
Si 푡 ≥ 훼(푥) = 5
3
푥 − 5
6
se tomara´ el caso 푡 = 5
3
푥 − 5
6
, entonces 푥 ≤ 1
2
y
푥− 0, 6(5
3
푥− 5
6
) = 1
2
≤ 1
2
, por lo cual si 푡 > 훼(푥), 퐻(푥, 푡) = 1
2
∈ 퐴.
Si 푡 ≥ 훽(푥, 푦) = 5푦
6
se vera´ el caso 푠 = 5
6
푦, entonces 푦 − 1, 2(5
6
푦) = 0 ≤ 0,
por lo cual si 푠 > 훽(푥, 푦), ℎ(푥, 푦, 푠) = (푥, 0) ∈ 퐵0.
Teorema 2.15. Dado un par cerrado coﬁbrado M-ﬁbrado
((푋1, 푝1, 퐵1), (퐴, 푝0, 퐵0)), existe una estructura fuerte estricta M-ﬁbrada si y
solo si existe una retraccio´n de deformacio´n M-ﬁbrada de ((푋1, 푝1, 퐵1) sobre
(퐴, 푝0, 퐵0)).
Demostracio´n. →) Sea ((훼, 훽), (퐻.ℎ)) una estructura fuerte estricta M-
ﬁbrada, Basta con veriﬁcar que (퐻, ℎ) es un retraccio´n de deformacio´n M-
ﬁbrada. Es claro que (퐻, ℎ) es una homotop´ıa M-ﬁbrada sobre (퐴, 푝0, 퐵0),
desde (푖푑푋1 , 푖푑퐵1) y tal que 퐻(푡, 푥) ∈ 퐴, ℎ(푡, 푏) ∈ 퐵0, para cada
푡 > 훼(푥), 훽(푏). Como la estructura es estricta 훼(푥), 훽(푏) < 1 para cada
푥 ∈ 푋1, 푏 ∈ 퐵1 ,entonces 퐻(1, 푥) ∈ 퐴 y ℎ(1, 푏) ∈ 퐵0, con lo cual se veriﬁca
lo deseado.
←) Sea (퐻, ℎ) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 × 퐵1) → (푋1, 푝1, 퐵1) un retracto de
deformacio´n M-ﬁbrado y ((훼, 훽), (퐾.푘)) una estructura fuerte M-ﬁbrada
(2.11). Def´ınase ahora 훼′ : 푋1 → 퐼, 훽
′ : 퐵1 → 퐼 y (퐻
′, ℎ′) :
(퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 × 퐵1)→ (푋1, 푝1, 퐵1) por
훼′(푥) = 푚푖푛(훼(푥),
1
2
) < 1, (푥 ∈ 푋1),
훽′(푏) = 푚푖푛(훽(푏),
1
2
) < 1, ((푏) ∈ 퐵1),
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퐻 ′(푡, 푥) = 퐻(푚푖푛(2푡, 1), 퐾(푡, 푥)), 푥 ∈ 푋1, 푡 ∈ 퐼,
ℎ′(푡, 푏) = ℎ(푚푖푛(2푡, 1), 푘(푡, 푏)), 푏 ∈ 퐵1, 푡 ∈ 퐼.
Claramente (퐻 ′, ℎ′) es una homotop´ıa M-ﬁbrada la cual cumple que
si 푡 = 0, entonces para cada 푥 ∈ 푋1 y 푏 ∈ 퐵1
퐻 ′(0, 푥) = 퐻(0, 퐾(0, 푥)) = 퐻(0, 푥) = (0, 푥),
ℎ′(0, 푏) = ℎ(0, 푘(0, 푏)) = ℎ(0, 푏) = (0, 푏).
Si 푥 ∈ 퐴 y 푏 ∈ 퐵0, entonces para cada 푡 ∈ 퐼,
퐻 ′(푡, 푥) = 퐻(푚푖푛(2푡, 1), 퐾(푡, 푥)) = 퐻(푚푖푛(2푡, 1), 푥) = 푥,
ℎ′(푡, 푏) = ℎ(푚푖푛(2푡, 1), 푘(푡, 푏)) = ℎ(푚푖푛(2푡, 1), 푏) = 푏.
Si 푡 > 훼′(푥), 훽′(푏), para algu´n 푥 ∈ 푋1, 푏 ∈ 퐵1 se tienen 2 casos: 푡 > 훼(푥)
o 푡 > 1
2
, 푡 > 훽(푏) o 푡 > 1
2
. Para el primer caso 푡 > 훼(푥), 푡 > 훽(푏), se
tiene 퐾(푡, 푥) ∈ 퐴, 푘(푡, 푏) ∈ 퐵0, entonces 퐻
′(푡, 푥) ∈ 퐴, ℎ′(푡, 푏) ∈ 퐵0. Para
el segundo caso 푡 > 1
2
, por lo cual 퐻(1, 퐾(푡, 푥)) ∈ 퐴, ℎ(1, 푘(푡, 푏)) ∈ 퐵0.
Con esto basta para asegurar que (퐻 ′, ℎ′) es una estructura fuerte estricta
M-ﬁbrada.
Teorema 2.16. Sean ((푋1, 푝1, 퐵1), (푋
′
1, 푝
′
1, 퐵
′
1)) y ((푋2, 푝2, 퐵2), (푋
′
2, 푝
′
2, 퐵
′
2))
pares cerrados coﬁbrados M-ﬁbrado. Si (푋 ′1, 푝
′
1, 퐵
′
1) o (푋
′
2, 푝
′
2, 퐵
′
2) es un re-
tracto de deformacio´n M-ﬁbrado de (푋1, 푝1, 퐵1) o (푋2, 푝2, 퐵2), respectiva-
mente, entonces (푋 ′1 × 푋2 ∪ 푋1 × 푋
′
2, 푝1 × 푝2, 퐵
′
1 × 퐵2 ∪ 퐵1 × 퐵
′
2) es un
retracto de deformacio´n M-ﬁbrado de ((푋1 ×푋2, 푝1 × 푝2, 퐵1 ×퐵2).
Demostracio´n. Por el teorema (2.12) se sabe que ((푋1 × 푋2, 푝1 × 푝2, 퐵1 ×
퐵2), (푋
′
1 × 푋2 ∪ 푋1 × 푋
′
2, 푝1 × 푝2, 퐵
′
1 × 퐵2 ∪ 퐵1 × 퐵
′
2)) es una coﬁ-
bracio´n M-ﬁbrada. En dicha prueba se construyo´ una estructura fuerte
M-ﬁbrada ((훾, 휂), (퐾, 푘)) asociada. Supo´ngase sin perdida de generalidad
que (푋 ′1, 푝
′
1, 퐵
′
1) es un retracto de deformacio´n M-ﬁbrado de (푋1, 푝1, 퐵1).
Por el teorema (2.15) existe una esructura fuerte estrcta M-ﬁbrada
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((훼1, 훽1), (퐻1, ℎ1)) asociada, retomando la prueba del teorema (2.12) si
훼1(푥) < 1 y 훽(푏) < 1, para cada 푥 ∈ 푋1 y 푏 ∈ 퐵1, entonces
훾(푥, 푦) = 푚푖푛(훼1(푥), 훼2(푦)) < 1, ((푥, 푦) ∈ 푋1 ×푋2),
휂(푏, 푐) = 푚푖푛(훽1(푏), 훽2(푐)) < 1, ((푏, 푐) ∈ 퐵1 × 퐵2).
Por lo cual su estructura asociada es estricta y utilizando nuevamente el
teorema (2.15),
(푋 ′1 ×푋2 ∪푋1 ×푋
′
2, 푝1 × 푝2, 퐵
′
1 ×퐵2 ∪ 퐵1 ×퐵
′
2)
es un retracto de deformacio´n M-ﬁbrado de ((푋1 ×푋2, 푝1 × 푝2, 퐵1 ×퐵2).
Cap´ıtulo 3
Fibraciones M-Fibradas
En esta seccio´n se extendera´ el concepto de ﬁbracio´n ﬁbrada y se obtendra´ la
generalizacio´n de algunos teoremas de la versio´n ﬁbrada [6].
Deﬁnicio´n 3.1. Una funcio´n M-ﬁbrada (휙, 훼) : (퐸, 푝1, 퐵1) → (퐹, 푝2, 퐵2) es
una ﬁbracio´n M-ﬁbrada si (휙, 훼) tiene la siguiente propiedad: para cada espa-
cio M-ﬁbrado (푋, 푝0, 퐵0), sea (푓, 훽) : (푋, 푝0, 퐵0) → (퐸, 푝1, 퐵1) una funcio´n
M-ﬁbrada y (퐻, ℎ) : (퐼 × 푋, 푖푑 × 푝0, 퐼 × 퐵0) → (퐹, 푝2, 퐵2) una homotop´ıa
M-ﬁbrada tal que los siguientes diagramas
푋
푓 //
휎0

퐸
휙

퐵0
훽 //
훿0

퐵1
훼

퐼 ×푋
퐻
// 퐹 퐼 ×퐵0 ℎ
// 퐵2
son conmutativos. Existe una homotop´ıa M-ﬁbrada (퐾, 푘) : (퐼×푋, 푖푑×푝0, 퐼×
퐵0)→ (퐸, 푝1, 퐵1) tal que 휙퐾 = 퐻, 퐾휎0 = 푓 , 훼푘 = ℎ y 푘훿 = 훽.
La propiedad enunciada anteriormente se conoce como la propiedad del le-
vantamiento homoto´pico M-ﬁbrado.
Ejemplo 3.2. Sean (푋, 푝1, 퐵1), (퐹, 푝2, 퐵2) espacios topolo´gicos M-ﬁbrados,
퐸 un espacio topolo´gico y (퐹 × 퐸, 푝2 × 푖푑퐸, 퐵2 × 퐸) un espacio M-
ﬁbrado. Se vera´ que (휙, 훼) es una ﬁbracio´n M-ﬁbrada, donde (휙, 훼) :
36
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(퐹 × 퐸, 푝2 × 푖푑퐸, 퐵2 × 퐸)→ (퐹, 푝2, 퐵2) se deﬁne por
휙(푒, 푓) = 푓, 훼(푒, 푏) = 푏, 푒 ∈ 퐸, 푏 ∈ 퐵, 푓 ∈ 퐹
Es decir, se mostrara´ que (휙, 훼) tiene la propiedad del levantamiento ho-
moto´pico. Para todo espacio M-ﬁbrado (푋, 푝1, 퐵1), conside´rese el siguiente
diagrama
(푋, 푝1, 퐵1)
(휎0,훿0)

(푓,푔)
// (퐹 × 퐸, 푝2 × 푖푑퐸, 퐵2 × 퐸)
(휙,훼)

(푋 × 퐼, 푝1 × 푖푑, 퐵1 × 퐼)
(퐻,ℎ)
//(퐹, 푝2, 퐵2)
conmutativo. Teniendo en cuenta que 푓 = (푓1, 푓2), 푔 = (푔1, 푔2), def´ınase
(퐻¯, ℎ¯) : (푋 × 퐼, 푝1 × 푖푑, 퐵1 × 퐼)→ (퐹 × 퐸, 푝2 × 푖푑퐸, 퐵2 × 퐸) como
퐻¯(푥, 푡) = (퐻(푥, 푡), 푓2(푥)) ,
ℎ¯(푏, 푡) = (ℎ(푏, 푡), 푔2(푏)) ,
que esta´n bien deﬁnidas, son continuas y hacen conmutar el diagrama
(푋, 푝1, 퐵1)
(휎0,훿0)

(푓,푔)
// (퐹 × 퐸, 푝2 × 푖푑퐸, 퐵2 × 퐸)
(휙,훼)

(푋 × 퐼, 푝1 × 푖푑, 퐵1 × 퐼)
(퐻,ℎ)
//
(퐻¯,ℎ¯)
33ggggggggggggggggggggg
(퐹, 푝2, 퐵2),
ya que
퐻¯휎0(푥) = 퐻¯(푥, 0) = (퐻(푥, 0), 푓2(푥)) = (푓1(푥), 푓2(푥)), ℎ¯훿0(푏) = ℎ¯(푏, 0) =
(ℎ(푏, 0), 푔2(푏)) = (푔1(푥), 푔2(푥)), 휙퐻¯(푥, 푡) = 휙(퐻(푥, 푡), 푓2(푥)) = 퐻(푥, 푡),
훼ℎ¯(푏, 푡) = 훼(ℎ(푏, 푡), 푔2(푏)) = ℎ(푏, 푡), para todo 푥 ∈ 푋, 푡 ∈ 퐼, 푏 ∈ 퐵1.
Teorema 3.3. Sea (푋, 푝,퐵) un espacio M-ﬁbrado, 훼 : 푋 → 퐼, 훽 : 퐵 →
퐼 funciones M-ﬁbradas tales que 훼 = 훽푝 y para 퐴 = 훼−1(0), sea 퐵0 =
훽−1(0), (퐴, 푝0, 퐵0) un retracto de deformacio´n M-ﬁbrado de (푋, 푝,퐵), donde
푝0 = 푝∣퐴. Sea (휙, 휂) : (퐸1, 푝1, 퐵1) → (퐸2, 푝2, 퐵2) una ﬁbracio´n M-ﬁbrada.
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Para dos funciones M-ﬁbradas (푓1, 휇1) : (퐴, 푝0, 퐵0) → (퐸1, 푝1, 퐵1), (푓2, 휇2) :
(푋, 푝,퐵) → (퐸2, 푝2, 퐵2) tales que 휙푓1 = 푓2∣퐴 y 휂휇1 = 휇2∣퐵0, existe una
funcio´n M-ﬁbrada (ℎ, 휉) : (푋, 푝,퐵)→ (퐸1, 푝1, 퐵1) tal que ℎ∣퐴 = 푓1, 휙ℎ = 푓2,
휉∣퐵0 = 휇1 y 휂휉 = 휇2.
(퐴, 푝0, 퐵0)
(푓1,휇1)//
(푅,푟)

(퐸1, 푝1, 퐵1)
(휙,휂)

(푋, 푝,퐵)
(푓2,휇2)
//
(ℎ,휉)
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(퐸2, 푝2, 퐵2)
Demostracio´n. Sea (푅, 푟) : (푋, 푝,퐵)→ (퐴, 푝0, 퐵0) una retraccio´n M-ﬁbrada
y (퐾, 푘) : (퐼 ×푋, 푖푑 × 푝, 퐼 × 퐵) → (푋, 푝,퐵) una retraccio´n de deformacio´n
M-ﬁbrada de (푖푅, 푗푟) en (푖푑푋 , 푖푑퐵), donde 푖 : 퐴 → 푋 y 푗 : 퐵0 → 퐵 son
inclusiones. Consede´rese 퐷 : 퐼 ×푋 → 푋 y 푑 : 퐼 ×퐵 → 퐵 deﬁnidas como
퐷(푡, 푥) =
{
퐾(푚푖푛(1, 푡
훼(푥)
)) 푠푖 푥 /∈ 퐴
퐾(푡, 푥) 푠푖 푥 ∈ 퐴
푟(푡, 푏) =
{
푘(푚푖푛(1, 푡
훽(푏)
)) 푠푖 푏 /∈ 퐵0
푘(푡, 푏) 푠푖 푏 ∈ 퐵0.
Entonces los siguientes 2 diagramas
푋
푓1퐾휎0 //
휎0

퐸1
휙

퐵
휇1푘훿0 //
훿0

퐵1
휂

퐼 ×푋
푓2퐷
// 퐸2 퐼 ×퐵 휇2푑
// 퐵2
son conmutativos. Como (휙, 휂) es una ﬁbracio´n M-ﬁbrada, entonces existe
una homotop´ıa M-ﬁbrada (퐺, 푔) : (퐼 × 푋, 푖푑 × 푝, 퐼 × 퐵) → (퐸1, 푝1, 퐵1) tal
que
휙퐺 = 푓2퐷, 퐺휎0 = 푓1퐾휎0, 휂푔 = 휇2푑, 푔훿0 = 휇1푘훿0.
Def´ınase ℎ : 푋 → 퐸1 y 휉 : 퐵 → 퐵1 como
ℎ(푥) = 퐺(훼(푥), 푥), 휉(푏) = 푔(훽(푏), 푏), (푥 ∈ 푋, 푏 ∈ 퐵).
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Se veriﬁcara´ que e´stas cumplen lo requerido. Si 푥 ∈ 퐴, 푏 ∈ 퐵0, entonces
ℎ(푥) = 퐺(0, 푥) = 푓1퐾(0, 푥) = 푓1(푥) y 휉(푏) = 푔(0, 푏) = 휇1푘(0, 푏) = 휇1(푏).
Ahora para 푥 ∈ 푋, 푏 ∈ 퐵 se tiene 휙ℎ(푥) = 휙퐺(훼(푥), 푥) = 푓2퐷(훼(푥), 푥) =
푓2퐾(1, 푥) = 푓2(푥) y 휂휉(푏) = 휂푔(훽(푏), 푏) = 휇2푑(훽(푏), 푏) = 휇2푘(1, 푏) = 휇2(푏),
con esto se concluye la prueba.
Teorema 3.4. Sea (휙, 휇) : (퐸, 푝1, 퐵1) → (퐹, 푝2, 퐵2) una ﬁbracio´n M-
ﬁbrada y ((퐹, 푝2, 퐵2), (퐹
′, 푝2, 퐵
′
2)) un par coﬁbrado, M-ﬁbrado. Entonces
((퐸, 푝1, 퐵1), (퐸
′, 푝1, 퐵
′
1)), donde 퐸
′ = 휙−1퐹 ′, 퐵′1 = 휇
−1퐵′2 es un par coﬁ-
brado M-ﬁbrado.
Demostracio´n. Sea ((훼, 훽), (퐻, ℎ)) una estructura fuerte M-ﬁbrada en
((퐹, 푝2, 퐵2), (퐹
′, 푝2, 퐵
′
2)), entonces por 2.11 los dos diagramas siguientes
퐸
푖푑퐸 //
휎0

퐸
휙

퐵1
푖푑퐵1 //
훿0

퐵1
휇

퐼 × 퐸
퐻(푖푑×휙) // 퐹 퐼 ×퐵1
ℎ(푖푑×휇) // 퐵2
son conmutativos. Como (휙, 휇) es una ﬁbracio´n M-ﬁbracio´n existe una ho-
motop´ıa M-ﬁbrada (퐾, 푘) : (퐼 × 퐸, 푖푑× 푝1, 퐼 ×퐵1) → (퐸, 푝1, 퐵1) tal que
휙퐾 = 퐻(푖푑×휙), 퐾휎0 = 푖푑퐸, 휇푘 = ℎ(푖푑×휇) y 푘훿0 = 푖푑퐵1 . Constru´yase aho-
ra una estructura fuerte M-ﬁbrada en ((퐸, 푝1, 퐵1), (퐸
′, 푝1, 퐵
′
1)) como sigue.
Def´ınase 훾 : 퐸 → 퐼 y 휉 : 퐵1 → 퐼 como
훾(푥) = 푚푖푛(2훼(휙(푥)), 1), 휉(푏) = 푚푖푛(2훽(휇(푏)), 1), (푥 ∈ 퐸, 푏 ∈ 퐵1).
Para cada 푒 ∈ 퐸 ′, 푏 ∈ 퐵′1
푒 ∈ 퐸 ′ = 휙−1퐹 ′, 훼휙(푒) = 0, es decir 훾(푒) = 0,
푏 ∈ 퐵′1 = 휇
−1퐵′2, 훽휇(푏) = 0, es decir 휉(푏) = 0
Conside´rese ahora (퐿, 푙) : (퐼 × 퐸, 푖푑× 푝1, 퐼 ×퐵1)→ (퐸, 푝1, 퐵1) como
퐿(푡, 푥) = 퐾(푚푖푛(푡, 훼휙(푥)), 푥),
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푙(푡, 푏) = 푘(푚푖푛(푡, 훽휇(푏)), 푏) (푡 ∈ 퐼, 푥 ∈ 퐸, 푏 ∈ 퐵1).
Se comprobara´ que (퐿, 푙) cumple las condiciones para completar la estructura
fuerte. Si 푒 ∈ 퐸 ′, 푏 ∈ 퐵′1 entonces para cada 푡 ∈ 퐼
퐿(푡, 푒) = 퐾(푚푖푛(푡, 훼휙(푒)), 푒) = 퐾(0, 푒) = 퐾휎0(푒) = 푒,
푙(푡, 푏) = 푘(푚푖푛(푡, 훽휇(푏)), 푏) = 푘(0, 푏) = 푘훾0(푏) = 푏.
Si 푡 = 0, entonces para cada 푥 ∈ 퐸, 푏 ∈ 퐵1
퐿(0, 푥) = 퐾(푚푖푛(0, 훼휙(푥)), 푥) = 퐾(0, 푥) = 퐾휎0(푥) = 푥,
푙(0, 푏) = 푘(푚푖푛(0, 훽휇(푏)), 푏) = 푘(0, 푏) = 푘훾0(푏) = 푏.
Si 푡 > 훾(푥) para algu´n 푥 ∈ 퐸,
퐿(푡, 푥) = 퐾(푚푖푛(푡, 훼휙(푥)), 푥) = 퐾(훼휙(푥)), 푥).
Para decir que 퐾(훼휙(푥)), 푥) ∈ 퐸 ′ bastar´ıa con ver que 휙퐾(훼휙(푥)), 푥) ∈ 퐹 ′.
como 휙퐾 = 퐻(푖푑 × 휙), entonces 휙퐾(훼휙(푥)), 푥) = 퐻(푖푑 × 휙)(훼휙(푥)), 푥) =
퐻(훼휙(푥), 휙(푥)) ∈ 퐹 ′, es decir 퐿(푡, 푥) ∈ 퐸 ′.
푙(푡, 푏) = 푘(푚푖푛(푡, 훽휇(푏)), 푏).
Si 푡 > 휉(푏) para algu´n 푏 ∈ 퐵1,
푙(푡, 푏) = 푘(푚푖푛(푡, 훽휇(푏)), 푏) = 푘(훽휇(푏)), 푏).
Para decir que 푘(훽휇(푏)), 푏) ∈ 퐵′1, bastar´ıa, con ver que 휇푘(훽휇(푏)), 푏) ∈ 퐵
′
2.
Como 휇푘 = ℎ(푖푑 × 휇), entonces 휇푘(훽휇(푏)), 푏) = ℎ(푖푑 × 휇)(훽휇(푏)), 푏) =
ℎ(훽휇(푏), 휇(푏)) ∈ 퐵′2, es decir 푙(푡, 푥) ∈ 퐵
′
1. Con esto se prueba que
((훾, 휉), (퐿, 푙)) es una estructura fuerte M-ﬁbrada y aplicando nuevamente
el teorema 2.11 se concluye que ((퐸, 푝1, 퐵1), (퐸
′, 푝1, 퐵
′
1)) es un par coﬁbrado
M-ﬁbrado.
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Teorema 3.5. Sean (휉, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1)→ (퐸, 푝,퐵), (휂, 훽) : (푋2, 푝2, 퐵2)→
(퐸, 푝,퐵) funciones M-ﬁbradas y (휙, 훾) : (푋1, 푝1, 퐵1)→ (푋2, 푝2, 퐵2) una fun-
cio´n M-ﬁbrada tal que (휂휙, 훽훾) ≃푀 (휉, 훼). Si (휂, 훽) es una ﬁbracio´n M-
ﬁbrada, entonces existe una funcio´n (휓, 휖) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) tal
que (휙, 훾) ≃푀 (휓, 휖) y (휂휓, 훽휖) = (휉, 훼).
(푋2, 푝2, 퐵2)
(휂,훽)

(푋1, 푝1, 퐵1)
(휉,훼) //
(휙,훾)
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Demostracio´n. De (휂휙, 훽훾) ≃푀 (휉, 훼), existe una homotop´ıa M-ﬁbrada
(퐺, 푔) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 × 퐵1)→ (퐸, 푝,퐵) tal que
퐺휎0 = 휂휙, 푔훿0 = 훽훾, 퐺휎1 = 휉, 푔훿1 = 훼.
Como (휂, 훽) es una ﬁbracio´n M-ﬁbrada, existe una hmotop´ıa M-ﬁbrada
(퐻, ℎ) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 ×퐵1)→ (푋2, 푝2, 퐵2) tal que
퐻휎0 = 휙, ℎ훿0 = 훾, 휂퐻 = 퐺, 훽ℎ = 푔.
Conside´rese ahora 휓 = 퐻휎1 y 휖 = ℎ훿1. No´tese que (휙, 훾) = (퐻휎0, ℎ훿0) ≃
푀
(퐻휎1, ℎ훿1) = (휓, 휖) y (휂휓, 훽휖) = (휂퐻휎1, 훽ℎ훿1) = (퐺휎1, 푔훿1) = (휉, 훼).
Cap´ıtulo 4
Homotop´ıa Punteada
M-Fibrada
En esta seccio´n se extendera´ el concepto de homotop´ıa punteada y se gener-
alizara´n algunos resultados a la versio´n ﬁbrada. [6]. Los resultados y pruebas
son similares a los obtenidos en la homotop´ıa M-ﬁbrada de las secciones (1)
y (2) y se omitiran aqu´ı.
Para realizar dicha extensio´n se trabajara´ en la categor´ıa de los espacios
punteados M-ﬁbrados. En esta categor´ıa los objetos son espacios M-ﬁbrados
(푋, 푝;퐵) con una seccio´n 푠 : 퐵 → 푋 destacada. Los morﬁsmos entre dos
espacios punteados M-ﬁbrados (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) y (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) son funciones
M-ﬁbradas (푓, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) que cumplen 푓푠1 = 푠2훼. A
e´stas se les llamara´n funciones punteadas M-ﬁbradas y se notara´n como
(푓, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1)→ (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2).
푋1 푓
//
푝1

푋2
푝2

퐵1
푠1
EE
훼 // 퐵2
푠2
YY
Ejemplo 4.1. Sean (푋1, 푝1, 푆
1, 푠1) y (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) espacios punteados M-
42
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ﬁbrados, donde:
푋1 =
{
(푥, 푦) ∈ ℝ2 : 0 ≤ 푥 ≤
1
2
, 0 ≤ 푦 ≤ sin 2휋푥
}
∪
{
(푥, 푦) ∈ ℝ2 :
1
2
≤ 푥 ≤ 1, sin 2휋푥 ≤ 푦 ≤ 0
}
, (4.1)
푋2 =
{
(푥, 푦) ∈ ℝ2 : 0 ≤ 푥 ≤ 1, 0 ≤ 푦 ≤ ∣sin 2휋푥∣
}
,
퐵2 =
{
(cos 2휋푥, sin 2휋푥) ∈ ℝ2 : 0 ≤ 푥 ≤
1
2
}
∪
{
(cos 2휋푥,−
sin 2휋푥
2
) ∈ ℝ2 :
1
2
≤ 푥 ≤ 1
}
, (4.2)
푝1 : 푋1 → 푆
1
(푥, 푦) → (cos 2휋푥, sin 2휋푥),
푝2 : 푋2 −→ 퐵2
(푥, 푦) →
⎧⎨
⎩
(cos 2휋푥, sin 2휋푥) 푠푖 0 ≤ 푥 ≤ 1
2
(cos 2휋푥,− sin 2휋푥
2
) 푠푖 1
2
≤ 푥 ≤ 1,
푠1 : 푆
1 → 푋1
(cos 2휋푥, sin 2휋푥) → (푥, 0),
푠2 : 퐵2 → 푋2
(cos 2휋푥, 푦) → (푥, 0).
Conside´rese ahora la funcio´n M-ﬁbrada (푓, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2)
deﬁnida por
푓 : 푋1 −→ 푋2
(푥, 푦) →
⎧⎨
⎩
(푥, 푦) 푠푖 0 ≤ 푥 ≤ 1
2
(푥,−푦) 푠푖 1
2
≤ 푥 ≤ 1,
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훼 : 퐵1 −→ 퐵2
(푥, 푦) →
⎧⎨
⎩
(푥, 푦) 푠푖 0 ≤ 푦
(푥,−푦
2
) 푠푖 푦 ≤ 0.
Se probara´ que 푓푠1 = 푠2훼.
푓푠1(sin 2휋푥, cos 2휋푥) = 푓(푥, 0) =
⎧⎨
⎩
(푥, 0) 푠푖 0 ≤ 푥 ≤ 1
2
(푥, 0) 푠푖 1
2
≤ 푥 ≤ 1
푠2훼(푥, 푦) =
⎧⎨
⎩
푠2(푥, 푦) = (푥, 0) 푠푖 0 ≤ 푦
푠2(푥,−
푦
2
) = (푥, 0) 푠푖 푦 ≤ 0.
Esto prueba que 푓푠1 = 푠2훼 y por ende que (푓, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) →
(푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) es una funcio´n punteada M-ﬁbrada.
Deﬁnicio´n 4.2. Sean (휙, 훼), (휃, 훽) : (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1)→ (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) mor-
ﬁsmos punteados M-ﬁbrados. Se dira´ que una funcio´n punteada M-ﬁbrada
(퐻, ℎ) : (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 ×퐵1, 푖푑× 푠1)) → (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) es una homo-
top´ıa punteada M-ﬁbrada de (휙, 훼) en (휃, 훽), si (퐻, ℎ) es una homotop´ıa
M-ﬁbrada de (휙, 훼) en (휃, 훽).
푋1
휙
++
휃
44
푝1

↓ 퐻 푋2
푝2

퐵1
푠1
EE
훼
**
훽
44↓ ℎ 퐵2
푠2
YY
Si existe una homotop´ıa punteada M-ﬁbrada de (휙, 훼) en (휃, 훽), se dira´ que
(휙, 훼) es homoto´pico punteado M-ﬁbrado a (휃, 훽) y lo se denotara´ (휙, 훼) ≃푀(푃 )
(휃, 훽).
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Lema 4.3. La relacio´n ≃푀(푃 ) es de equivalencia.
Deﬁnicio´n 4.4. Una funcio´n punteada M-ﬁbrada (휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1)→
(푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) se llama una equivalencia homoto´pica punteada M-ﬁbrada
si existe una funcio´n punteada M-ﬁbrada (휃, 훽) : (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) →
(푋1, 푝1, 퐵1, 푠1), tal que
(휃휙, 훽훼) ≃푀(푃 ) (푖푑푋1 , 푖푑퐵1), (휙휃, 훼훽) ≃
푀
(푃 ) (푖푑푋2 , 푖푑퐵2).
Esta equivalencia se notara´ como (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) ∼=
푀
(푃 ) (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) .
Lema 4.5. La relacio´n ∼=푀(푃 ) es de equivalencia.
Deﬁnicio´n 4.6. Sean (휙, 훼), (휃, 훽) : (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) → (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) fun-
ciones punteadas M-ﬁbradas y sean 퐴 ⊂ 푋1, 퐵0 ⊂ 퐵1, tales que 푝(퐴) = 퐵0,
휙(푥) = 휃(푥) y 훼(푏) = 훽(푏), para cada 푥 ∈ 퐴 y 푏 ∈ 퐵0. Una homotop´ıa
punteada M-ﬁbrada de (휙, 훼) en (휃, 훽) sobre (퐴, 푝1∣퐴,퐵0, 푠1∣퐵0) es una ho-
motop´ıa punteada M-ﬁbrada (퐻, ℎ) de (휙, 훼) en (휃, 훽), tal que para cada
푥 ∈ 퐴 y 푏 ∈ 퐵0 ﬁjo, 퐻(푥, 푡) y ℎ(푏, 푡) son constantes en cada 푡 ∈ 퐼.
Adema´s (퐴, 푝1∣퐴,퐵0, 푠1∣퐵0) se llama un subespacio punteado M-ﬁbrado de
(푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) .
Deﬁnicio´n 4.7. Sea (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) un espacio punteado M-ﬁbrado, y
(퐴, 푝0, 퐵0, 푠0) un subespacio punteado M-ﬁbrado de (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) tal que
푝1(퐴) = 퐵0, donde 푝0 = 푝1∣퐴 y 푠0 = 푠1∣퐵0. Una retraccio´n punteada
M-ﬁbrada es una funcio´n punteada M-ﬁbrada (푅, 푟) : (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) →
(퐴, 푝0, 퐵0, 푠0) tal que (푅, 푟) es una retraccio´n M-ﬁbrada.
Deﬁnicio´n 4.8. Sea (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) un espacio punteado M-ﬁbrado. Un sub-
espacio punteado M-ﬁbrado (퐴, 푝1∣퐴,퐵0, 푠1∣퐵0) de (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) es un re-
tracto de deformacio´n punteado M-ﬁbrado de (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1), si existe una
homotop´ıa punteada M-ﬁbrada (퐻, ℎ) : (퐼 × 푋1, 푖푑 × 푝1, 퐼 × 퐵1, 푖푑 × 푠1) →
(푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) de (푖푑푋1 , 푖푑퐵1) en una retraccio´n punteada M-ﬁbrada (푅, 푟) :
(푋1, 푝1, 퐵1, 푠1)→ (퐴, 푝0, 퐵0, 푠0) sobre (퐴, 푝0, 퐵0, 푠0).
CAPI´TULO 4. HOMOTOPI´A PUNTEADA M-FIBRADA 46
Ejemplo 4.9. Sea (푋1, 푝1, 푋2, 푠1) un espacio punteado M-ﬁbrado, donde:
푋1 = {(푥, 푦) : −1 ≤ 푥 ≤ 1, 0 ≤ 푦 ≤ ∣푥∣} ,
푋2 = {(푥, 0) : −1 ≤ 푥 ≤ 1} ,
푝1 : 푋1 → 푋2
(푥, 푦) → (푥, 0),
푠1 : 푋2 → 푋1
(푥, 0) → (0, 0).
Conside´rese la funcio´n M-ﬁbrada (푖푑푋1 , 푖푑푋2) : (푋1, 푝1, 푋2)→ (푋1, 푝1, 푋2) y
la retraccio´n M-ﬁbrada (푅, 푟) : (푋1, 푝1, 푋2)→ (푋1, 푝1, 푋2) deﬁnidas como
푖푑푋1 : 푋1 → 푋1
(푥, 푦) → (푥, 푦),
푖푑푋2 : 푋2 → 푋2
(푥, 0) → (푥, 0),
푅 : 푋1 → 푋1
(푥, 푦) → (0, 푦),
푟 : 푋2 → 푋2
(푥, 0) → (0, 0).
Las cuales son punteadas ya que 푖푑푋1푠1 = 푠1푖푑푋2 y 푅푠1 = 푠1푟. Def´ınase la
homotop´ıa M-ﬁbrada (퐻, ℎ) : (푋1×퐼, 푝1×푖푑퐼 , 푋2×퐼, 푠1×푖푑퐼)→ (푋1, 푝1, 푋2)
como 퐻(푥, 푦, 푡) = ((1 − 푡)푥, 푦) y ℎ(푥, 0, 푡) = ((1 − 푡)푥, 0). No´tese que 퐻 ∘
(푠× 푖푑)(푥, 푡) = 퐻(0, 0, 푡) = ((1− 푡)0, 0) = 푠1((1− 푡)푥, 0) = 푠2 ∘ℎ(푥, 푡), por lo
tanto (퐻, ℎ) es una homotop´ıa punteada M-ﬁbrada de (푖푑푋1 , 푖푑푋2) a (푅, 푟),
es decir, un retracto de deformacio´n.
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Teorema 4.10. Sea (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) un espacio punteado M-ﬁbrado y
(퐴, 푝1∣퐴,퐵0, 푠1∣퐵0) un subespacio punteado M-ﬁbrado de (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1).
Si ({0} × 푋1 ∪ 퐼 × 퐴, 푖푑 × 푝1, {0} × 퐵1 ∪ 퐼 × 퐵0, 푖푑 × 푠1) es un re-
tracto punteado M-ﬁbrado de (퐼 × 푋1, 푖푑 × 푝1, 퐼 × 퐵1, 푖푑 × 푠1), entonces
({0} × 푋1 ∪ 퐼 × 퐴, 푖푑 × 푝1, {0} × 퐵1 ∪ 퐼 × 퐵0, 푖푑 × 푠1) es un retracto de
deformacio´n punteado M-ﬁbrado de (퐼 ×푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 × 퐵1, 푖푑× 푠1).
Deﬁnicio´n 4.11. una funcio´n punteada M-ﬁbrada (휐, 훾) : (퐴, 푝0, 퐵0, 푠0) →
(푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) es una coﬁbracio´n punteada M-ﬁbrada si (휐, 훾) tiene la sigu-
iente propiedad. Sea (휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) → (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) una funcio´n
punteada M-ﬁbrada y (퐺, 푔) : (퐼×퐴, 푖푑×푝0, 퐼×퐵0, 푖푑×푠0)→ (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2)
una homotop´ıa punteada M-ﬁbrada tal que los diagramas
퐴
휎0 //
휐

퐼 × 퐴
퐺

퐵0
훿0 //
훾

퐼 ×퐵0
푔

푋1 휙
// 푋2 퐵1 훼
// 퐵2
son conmutativos. Existe una homotop´ıa punteada M-ﬁbrada (퐻, ℎ) : (퐼 ×
푋1, 푖푑× 푝1, 퐼 ×퐵1, 푖푑× 푠1)→ (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) tal que
퐻휅0 = 휙 , 퐻(푖푑× 휐) = 퐺 , ℎ휌0 = 훼 , ℎ(푖푑× 훾 = 푔,
donde las funciones 휅0 : 푋1 → 퐼 × 푋1 y 휌0 : 퐵1 → 퐼 × 퐵1 esta´n deﬁnidos
por 휅0(푥) = (0, 푥) y 휌0(푏) = (0, 푏), para cada 푥 ∈ 푋1, 푏 ∈ 퐵1.
Para una funcio´n punteada M-ﬁbrada (휐, 훾) : (퐴, 푝0, 퐵0, 푠0) −→
(푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) se puede construir el push out punteado M-ﬁbrado (푀, 푝,퐵, 푠)
con las funciones M-ﬁbradas
퐼 × 퐴
휎0← 퐴
휐
→ 푋1
퐼 × 퐵0
훿0← 퐵0
훾
→ 퐵1,
por lo mismos me´todos de la seccio´n vista anteriormente. Para este caso es
suﬁciente adicionar que 푠 : 퐵 →푀 esta´ deﬁnida por
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푠(푏) =
⎧⎨
⎩
[푠0(푏
′)] 푠푖 푏 = [훾(푏′)], 푏′ ∈ 퐵0,
[푡, 푠0(푏
′)] 푠푖 푏 = [푡, 푏′], 푡 ∕= 0, 푏′ ∈ 퐵0
[푠1(푏)] 푠푖 푏 ∈ 퐵1 − 훾(퐵0).
Lema 4.12. La funcio´n punteada M-ﬁbrada 푠 es una seccio´n, es decir
(푀, 푝,퐵, 푠) es un espacio punteado M-ﬁbrado.
Demostracio´n. La continuidad de 푠 es clara por la deﬁnicio´n, por otro lado
se probara´ que 푝푠(푏) = 푏, para cada 푏 ∈ 퐵. Recue´rdese que
푝(푥) =
⎧⎨
⎩
[훾푝0(푎)] 푠푖 푥 = [휐(푎)], 푎 ∈ 퐴
[푡, 푝0(푎)] 푠푖 푥 = [푡, 푎], 푡 ∕= 0
[푝1(푥)] 푠푖 푥 ∈ 푋1 − 휐(퐴)
Entonces se tiene
푝푠(푏) =
⎧⎨
⎩
[훾푝0(푠0(푏
′))] = [훾(푏′)] 푠푖 푏 = [훾(푏′)], 푏′ ∈ 퐵0,
[푡, 푝0(푠0(푏
′))] = [푡, 푏′] 푠푖 푏 = [푡, 푏′], 푡 ∕= 0, 푏′ ∈ 퐵0
[푝1(푠1(푏))] = [푏] = 푏 푠푖 푏 ∈ 퐵1 − 훾(퐵0).
En el caso en que el subespacio punteado M-ﬁbrado (퐴, 푝0, 퐵0, 푠0) de
(푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) sea un subespacio punteado M-ﬁbrado, por los me´todos uti-
lizados en la seccio´n (2) se puede deﬁnir una funcio´n punteada M-ﬁbrada
(푒, 퐸) : (푀, 푝,퐵)→ ({0} ×푋1 ∪ 퐼 × 퐴, 푖푑× 푝1, {0} × 퐵1 ∪ 퐼 × 퐵0), 푖푑× 푠1.
Adema´s se cumple que 푒 y 퐸 son homeomorﬁsmos.
Teorema 4.13. Una funcio´n punteada M-ﬁbrada (휐, 훾) : (퐴, 푝0, 퐵0, 푠0) →
(푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) es una coﬁbracio´n punteada M-ﬁbrada si y solo si existe una
funcio´n punteada M-ﬁbrada (퐿, 푙) : (퐼 × 푋1, 푖푑 × 푝1, 퐼 × 퐵1, 푖푑 × 푠1) →
(푀, 푝,퐵, 푠) tal que 퐿휅 = 푖푑푀 y 푙휉 = 푖푑퐵.
Corolario 4.14. Sea ((푋1, 푝1, 퐵1, 푠1), (퐴, 푝0, 퐵0, 푠0)) un par cerrado coﬁbra-
do punteado M-ﬁbrado, entonces tambie´n lo es
((푇 ×푋1, 푖푑푇 × 푝1, 푇 ×퐵1, 푖푑× 푠1), (푇 × 퐴, 푖푑푇 × 푝0, 푇 ×퐵0, 푖푑× 푠0)),
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para 푇 un espacio topolo´gico.
Teorema 4.15. Sean (휐1, 훾1) : (퐴, 푝0, 퐵0, 푠0) → (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) y (휐2, 훾2) :
(퐴, 푝0, 퐵0, 푠0) → (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) funciones punteadas M-ﬁbradas y (휙, 훼) :
(푋1, 푝1, 퐵1) → (푋2, 푝2, 퐵2) una funcio´n punteada M-ﬁbrada tal que
(휙휐1, 훼훾1) ≃
푀
(푃 ) (휐2, 훾2). Si (휐1, 훾1) es una coﬁbracio´n punteada M-ﬁbrada,
entonces existe una funcio´n punteada M-ﬁbrada
(휓, 훽) : (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1)→ (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2)
tal que (휙, 훼) ≃푀(푃 ) (휓, 훽) y 휓휐1 = 휐2, 훽훾1 = 훾2.
Teorema 4.16. Sea (휐, 훾) : (퐴, 푝0, 퐵0, 푠0)→ (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) una coﬁbracio´n
punteada M-ﬁbrada y sea (휃, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) → (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) una fun-
cio´n punteada M-ﬁbrada sobre (퐴, 푝0, 퐵0, 푠0), tal que (휃, 훼) ≃
푀
(푃 ) (푖푑푋1 , 푖푑퐵1).
Entonces existe una funcio´n punteada M-ﬁbrada (휃′, 훼′) : (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) →
(푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) sobre (퐴, 푝0, 퐵0, 푠0), tal que (휃
′휃, 훼′훼) ≃푀(푃 ) (푖푑푋1 , 푖푑퐵1) sobre
(퐴, 푝0, 퐵0, 푠0).
Teorema 4.17. Sea (휐1, 훾1) : (퐴, 푝0, 퐵0, 푠0) → (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) y (휐2, 훾2) :
(퐴, 푝0, 퐵0, 푠0) → (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) coﬁbraciones punteadas M-ﬁbradas, sea
(휙, 훼) : (푋1, 푝1, 퐵1, 푠1) → (푋2, 푝2, 퐵2, 푠2) una funcio´n punteada M-ﬁbrada
tal que (휙휐1, 훼훾1) = (휐2, 훾2). Si (휙, 훼) es una equivalencia homoto´pica pun-
teada M-ﬁbrada entonces (휙, 훼) es una equivalencia homoto´pica M-ﬁbrada
sobre (퐴, 푝0, 퐵0, 푠0).
Conclusiones
1. La categor´ıa 푀퐴푃 es una generalizacio´n de la categor´ıa 푇푂푃퐵, que
extiende naturalmente los conceptos de homotop´ıa ﬁbrada, ﬁbracio´n
ﬁbrada y coﬁbracio´n ﬁbrada.
2. En la categor´ıa 푀퐴푃 se cumplen los principales resultados sobre ca-
racterizaciones en las extensiones de los conceptos, homotop´ıa ﬁbrada,
ﬁbracio´n ﬁbrada y coﬁbracio´n ﬁbrada.
3. La condicio´n de conmutatividad para los diagramas de las funciones
M-ﬁbradas, por ejemplo (휙, 훼) donde 휙 : 푋1 → 푋2, 훼 : 퐵1 → 퐵2,
hacen que la extensio´n de los conceptos en la categor´ıa 푀퐴푃 no se
restrinja a unir espacios ﬁbrados arbitrariamente.
푋1
휙 //
푝1

푋2
푝2

퐵1 훼
// 퐵2
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